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ABSTRACT

The s u c c e s s  o-f bag  m o d e l s  In  h a d r o n  p h y s i c s  seems t o  I m p l y  t h a t  

su ch  m o d e l s  s h o u l d  be  t a k e n  s e r i o u s l y  a s  an a p p r o x i m a t i o n  t o  QCD. 

I n  t h i s  b e l i e f  a  t w o - c e n t r e  h a r m o n i c  o s c i l l a t o r  " b a g "  i s  u t i l i s e d  

t o  d e s c r i b e  k a o n - p r o t o n  s c a t t e r i n g .  An a d i a b a t i c  a p p r o x i m a t i o n  o f  

th e  r e s u l t i n g  s y s te m  l e a d s  t o  a  c o u p l e d  c h a n n e l s  f o r m u l a t i o n  o f  

th e  s c a t t e r i n g  p r o b l e m .

Be cau se  o f  I t s  c o m p l e x i t y  a s o l u t i o n  o f  t h e  g l u o n  c o u p l i n g  i n s i d e  

a d o u b l e - c e n t r e d  ba g  was  n o t  a t t e m p t e d ;  t h i s  t u r n s  o u t  t o  be  th e  

m os t  i m p o r t a n t  i n t e r a c t i o n  t e r m  an d  I s  s i m p l y  p a r a m e t r i s e d .

Even t h o u g h  a l l  p o t e n t i a l s  a r e  a p p r o x i m a t e d  b y  s q u a r e  w e l l s  an d  a 

v a r i e t y  o f  o t h e r  a p p r o x i m a t i o n s  a r e  m ad e,  a f a i r  f i t  t o  t h e  

e x p e r i m e n t a l  ph ase  s h i f t  d a t a  i s  o b t a i n e d .  I t  seems t h a t  t h e  

" b a r e "  m as se s  o f  th e  u n s t a b l e  b a r y o n s  d i f f e r  a p p r e c i a b l y  f r o m  

p o s i t i o n s  o f  th e  e x p e r i m e n t a l  r e s o n a n c e s .
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PREFACE

H i g h  e n e r g y  p h y s i c s  e n u e l o p s  an Immense d i v e r s i t y  o f  p r o b l e m s  and  

s o l u t i o n s  t o  t h e s e .  T h e r e f o r e  some a s p e c t s  n e c e s s a r i l y  t e n d  t o  

e s c a p e  a t t e n t i o n ;  g a p i n g  h o l e s  a r i s e  a m i d s t  th e  c o l o u r f u l  f a b r i c .  

One s u c h  h o l e  seems t o  be t h e  d y n a m i c  d e s c r i p t i o n  o f  b a r y o n - m e s o n  

s c a t t e r i n g .  A l t h o u g h  t h e  l i t e r a t u r e  a b ou nd s  w i t h  e x p e r i m e n t a l  

d a t a ,  t h e o r e t i c a l  w o r k  l a g s  f a r  b e h i n d .

T h i s  s t u d y  I s  an a t t e m p t  t o  s t a r t  r e c t i f y i n g  t h i s  p a r t i c u l a r  

p r o b l e m .

I w o u l d  l i k e  t o  e x p r e s s  my s i n c e r e  g r a t i t u d e  t o  my s u p e r v i s o r ,  

p r o f .  R .H .L e m m e r ,  who  ha s  been  e x t r e m e l y  h e l p f u l  u n d e r  

c i r c u m s t a n c e s  he m u s t  ha v e  f o u n d  t r y i n g  a t  t i m e s .  E v e r y  s a t i s f i e d  

s t u d e n t  p r o b a b l y  c o n s i d e r s  h i s  s u p e r v i s o r  an un com m on ly  go od  

e d u c a t o r ; I  b e l i e v e  t h a t  my ju d g e m e n t  i n  t h i s  r e g a r d  c a r r i e s  

o b j e c t  I v e  w e i g h t .
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I .  BAG MODELS AND QUANTUM CHROMODYNAMICS

I t  I s  now b e l i e v e d  t h a t  we h a v e , i n  qu an tu m  c h r o m o d y n a m i c s  ( Q C D ) , 

th e  c o r r e c t  d e s c r i p t i o n  o f  th e  s t r o n g  i n t e r a c t i o n  b e tw ee n 

h a d r o n s .  BCD d e s c r i b e s  th e  h a d r o n s  a s  compound o b j e c t s  c o n s i s t i n g  

o f  q u a r k s .  B e s i d e s  t h e  u s u a l  s y m m e t r i e s  t h e  q u a r k  L a g r a n g l a n  a? s o  

h a s  l o c a l  guage  i n v a r i a n c e  u n d e r  th e  g r o u p  S U ( 3 > ; t h e r e f o r e  th e  

q u a r k s  a r e  c h a r a c t e r i s e d  b y  an a d d i t i o n a l  q u an tu m  number  w h i c h  i s  

( w h i m s i c a l l y )  c a l l e d  " c o l o u r " . T r  f o r m  a b a s i s  o f  th e  fu n d a m e n t a l  

r e p r e s e n t a t i o n  o f  S U (3 )  we ( - s q u i r e  3 c o l o u r s .  T he  s t r o n g  n u c l e a r  

f o r c e  I s  t o  be see n  a s  a  "Van  d e r  WaaJs  f o r c e " a r i s i n g  f r o m  th e  

c o l  o u r  I n t e r a c  t  i o n .

Now, s i n c e  t h e  g e n e r a t o r s  o f  SU<3> do  n o t  co m m u te , QCD I s  a  n o n ­

l i n e a r  t h e o r y .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  th e  " c a r r i e r s '1 o f  t h e  QCD 

I n t e r a c t i o n  -  t h e  g l u o n s  -  can  i n t e r a c t  w i t h  one a n o t h e r . T h i s  i s  

t o  be co m p ar ed  w i t h  qu an tu m  e l e c t r o d y n a m i c s  (QED)  w h i c h  h a s  U<1> 

s y m m e t r y }  b e c a u s e  U < j > i s  A b e ) i a n  < c o m m u t a t i v e )  th e  p h o t o n s  do  

n o t  i n t e r a c t  amo ng s t  t h e m s e l v e s .

Be cau se  o f  I t s  n o n - l i n e a r i t y  QCD i s  n o t  s o l u b l e  b y  w ay  o f  a 

g e n e r a l  p e r t u r b a t I v e  e x p a n s i o n :  t o  u t i l i s e  QCD we ne ed  t o  make

c e r t a i n  p h e n a r e n o l o g i c a l  a s s u m p t i o n s ,  s te m m i n g  f r o m  w h a t  we 

b e l i e v e  QCD t o  p r e d i c t ,  an d  t h e n  c a l c u l a t e  b y  w ay  o f  t h i s  

" r e d u c e d  QCD". The  tw o  m o s t  I m p o r t a n t  s uc h  in p u i - s  a r e  

I ) a s y m p t o t i c  f r e e d o m s  a t  s m a l l  d i s t a n c e s  an d  l a r g e  mon-en 'a. th e  

q u a r k s  be ha ve  a s  t h o u g h  t h e y  w e r e  f r e e . T h i s  i s  see n  i n  

s c a t t e r i n g  e x p e r i m e n t s ;  i t  i s  a l s o  a d e m o n s t r a b l e  c o n s e q u e n c e  o f  

QCD i n  a c e r t a i n  a p p r o x i m a t i v e  f r a m e w o r k .

I I > c o l o u r  c o n f i n e m e n t s  c o l l e c t i o n s  o f  q u a r k s  t h a t  do  n o t  b e l o n g  

t o  a  c o l o u r  s i n g l e t  r e p r e s e n t a t i o n  c a n n o t  e x i s t  In  i s o l a t i o n .  

Henco  f r e e  q u a r k s  do  n o t  e x i s t  ( a s  seems t o  be th e  e x p e r i m e n t a l



M erd i  c t>  an d  th e  p o t e n t i a l  t o  s e p a r a t e  a q u a r k  f r o m  a  c o l o u r  

s i n g l e t  i n c r e a s e s  mo n ot o n  I c a l 1y  a t  l a r g e  s e p a r a t i o n .  A l t h o u g h  

t h i s  h a s  n o t  r i g o r o u s l y  been  p r o v e n  t o  be  a r e s u l t  o f  QCD t h e r e  

a r e  g o o d  r e a s o n s  t o  e x p e c t  t h i s  t o  be th e  c a s e .  The  f a c t  t h a t  QCD 

on a  d i s c r e t e  s p a c e t i m e  l a t t i c e  C13 g i v e s  r i s e  t o  c o n f i n e m e n t  i s  

p a r t i c u l a r l y  s u g g e s t i v e .

V a r i o u s  m o d e l s  w h i c h  i n c o r p o r a t e  t h e s e  i d e a s  i n t o  a QC D -1 Ike  

f r a m e w o r k  e x i s t  E23.  One v e r y  s u c c e s s f u l  mode l  i s  th e  M IT  bag  

mode l  C3J .  Her e  r e q u i r e m e n t  < i l >  I s  s a t i s f i e d  by  r e q u i r i n g  t h a t  

th e  o u t w a r d  f l o w  o f  c u r r e n t  v a n i s h e s  a t  a p r e s c r i b e d  b o u n d a r y ;  

<1)  I s  th e n  imp I e m e n t e d  by  mode l  l i n g  t h e  q u a r k s  as  e s s e n t i a l l y  

f r e e  w i t h i n  t h i s  b o u n d a r y .  The  r e s t r i c t i o n  on  th e  c u r r e n t  do es  

n o t  i m p l y  a u n i q u e  p r e s c r i p t i o n  f o r  o b t a i n i n g  th e  q u a r k  wave 

f u n c t i o n s  -  th e  M IT  g r o u p  ch os e  t o  im p l e m e n t  i t  b y  e n f o r c i n g  a 

r e l a t i o n  b e tw e e n  th e  wave f u n c t i o n  an d  i t s  p r o d u c t  w i t h  a 

s p e c i f i c ,  c o m b i n a t i o n  o f  D i r a c  m a t r i c e s  on t h e  b o u n d a r y  o f  th e  

b a g .  T h i s  g r o u p  seems t o  be v e r y  s u c c e s s f u l .  In  f i g .  1 an e x a m pl e  

o f  t h e  f i t  o f  h a d r o n  mass es  w h i c h  h a s  been  o b t a i n e d  i n  t h i s  way  

143 i s  s ho w n.  M a g n e t i c  m om en ts ,  c h a r g e  r a d i i  and  s i m i l a r  

p r o p e r t i e s  hav e  a l s o  been  p r e d i c t e d  w i t h  a g r e a t  d e a l  o f  s u c c e s s  

u s i n g  th e  M IT  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .

Hence we e x p e c t  th e  ba g  t o  a l l o w  us  t o  c a r r y  o u t  p e r t u r b a t I v e  

c a l c u l a t i o n s  w h i c h  a p p r o x i m a t e  th e  QCD r e s u l t .



h a d r o n  m as se s  o b t a i n e d  w i t h  M IT  ba g  mode)  

*e re  t a k e n  t o  be m a s s U s s ;  o t h e r  p a r a m e tThe  u and  d  q u a r k s  

a r e  a s  i n d i c a t e d .  F rom C43



I I  HARMONIC OSCILLATOR BAG

1 .  N o n - s p h e r  i C41 M I T - l l k e  bags

The s u c c e s s  o f  th e  M I T  ba p  i n  d e s c r i b i n g  th e  s t a t i c  p r o p e r t i e s  o f  

h a d r o n *  p r o m p t s  a s c a t t e r i n g  d e s c r i p t i o n  a l o n g  th e  same l i n e s .  To  

t h i s  e n d  th e  ba g  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w o u l d  hav e  t o  be Im p l e m e n te d  

f o r  o t h e r  g e o m e t r i e s  t h a n  th e  c o n v e n t i o n a l  s p h e r i c a l  o n e . F o r  

i n s t a n c e ,  t h e  s c a t t e r i n g  p r o c e s s  c o u l d  be i m a g i n e d  as  a s i m p l e  

c o l l i s i o n  o f  tw o  b a g s  w h i c h  m a i n t a i n  th e  I r  s e p a r a t e  i d e n t i t i e s  

b u t  ex c h a n g e  qu & r X s  a c r o s s  a  m u tu a l  s u r f a c e . Then  s o l u t i o n s  f o r  

f l a t t e n e d  ba gs  w o u l d  be  r e q u i r e d  ( f i g .  l a ) .  On th e  o t h e r  h a nd  th e  

ba gs  c o u l d  be ta k e n  t o  c o a l e s c e  w i t h o u t  d e f o r m i n g ,  i n  w h i c h  ca se  

th e  g e o m e t r y  wow I d  be  t h a t  o f  tw o  I n t e r s e c t i n g  s p h e r e s  ( f i g .  l b ) .

F i g ,  1 i Ex a m p le s  o f  n o n - s p h e r I c a l  g e o m e t - . w h i c h  may be us e d  

i n  a s c a t t e r i n g  d e s c r i p t i o n .

F o r  ‘ n o r m a l " m a t t e r  ( w h i c h  i s  n e a r l y  In c o m p , *  , b l e )  we know t h a t

th e  f i r s t  p i c t u r e  i s  a b e t t e r  r e p r e s e n t  i ' i m  o f  th e  p h y s i c a l  

p r o c e s s  a t  e n e r g i e s  w h i c h  a r e  o< th e  same o r  l * r  o f  m a g n i t u d e  as  

th e  b i n d i n g  e n e r g y  o f  th e  c o n s t u e n t s ;  ho wev er - , f o r  th e  c as e  o f  

I n t e r a c t i n g  ba gs  t h e r e  i s  r e a s o n  t o  b e l i e v e  t h a t  t h e  s e c o n d



p i c t u r e  i s  th e  mor e  l i k e l y .  T h i s  i s  be ca u s e  th e  h a d r o n i c  vacuum 

i s  e q u i v a l e n t  t o  a  d i  a - e i  e c t  i c  med ium C 2 ] . The  f o r m a t i o n  o f  

" b u b b l e s "  i n  s uc h  a med ium i s  e n e r g e t i c a l l y  f a  o r e d .  Hence we 

do  n o t  e x p e c t  th e  m e r g i n g  o f  ba gs  t o  be a c c o m p a n i e d  by  t h e  u s u a l  

r e s i s t i n g  f o r c e  w h i c h  c a u s e s  d e f o r m a t i o n .

Now, s o l u t i o n s  o f  th e  D i r a c  e q u a t i o n  w i t h  th e  M IT  c o n d i t i o n s  on 

su ch  a b o u n d a r y  w o u l d  n o t  be a t t a i n a b l e  a n a l y 11c a l 1y t  n u m e r i c a l  

t e c h n i q u e s  w o u l d  hav e  t o  be e m p lo y e d .  F u r t h e r m o r e ,  t h e r e  may  a l s o  

be i n t r i n s i c  d i f f i c u l t i e s  i n  t h i s :  a s  shown i n  A p p e n d i x  1 ,  a

c u b i c  g e o m e t r y  f o r  i n s t a n c e  do es  n o t  a d m i t  a s o l u t i o n  o f  th e  

D i r a c  e q u a t i o n  w i t h  th e  M IT  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  I n d e e d ,  a 

p r o l a t e  s p h e r i c a l  ba g  i s  no  more  s u c c e s s f u l . < I t  s h o u l d  be n o t e d

t h a t  th e  f a i l u r e  f o r  th e  cub e  i s  h a r d ! y  l e s s  s u r p r i s i n g  th a n  t h a t  

f o r  th e  s p h e r o i d .  C o n t r a r y  t o  a w i d e s p r e a d  b e l i e f ,  t h e  s h a r p  

e d g e s  o f  th e  cu b e  a n d  th e  Jack  o f  a w e ) I  d e f i n e d  n o r m a l  a t  t h e s e  

e d ge s  do es  n o t  n e c e s s a r i l y  c au s e  p r o b l e m s  -  c f . c l a s s i c a l  

e l e c t r o d y n a m i c s  [ 5 3 . >

I n  v 1ew o f  t h e s e  d i f f i c u l t i e s  a n o t h e r  a p p r o a c h  f o r  m o d e l l i n g  

q u a r k  c o n f i n e m e n t  i n s i d e  i n t e r p e n e t r a t i n g  ba gs  I s  p r e s e n t e d  h e r e . 

The  p r o b l e m  o f  n o n - s p h h e r I c a l  M IT  ba gs  i s  c u r r e n t l y  s t i l l  u n d e r  

c o n s  I d e r a t  I o n .

2 .  P o t e n t i a l  m o d e l s

As  I s  w e l l  known C33, th e  l i n e a r  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  o f  th e  MIT  

ba g  i s  < i n  th e  s p h e r i c a l  c a s e )  e q u i v a l e n t  t o  th e  a d d i t i o n  o f  an  

I n f i n i t e  s c a l a r  p o t e n t i a l  t o  t h e  mass  o f  th e  q u a r k s  o u t s i d e  th e  

b o u n d a r y  o f  th e  b a g .



One o b v i o u s  a l t e r n a t i v e  t o  s uc h  s q u a r e  w e l l  c o n f i n e m e n t  i s  

c o n f i n e m e n t  i n s i d e  a h a r m o n i c  o s c i l l a t o r  p o t e n t i a l s  I n  d i r e c t  

a n a l o g y  t o  t h e  M IT  mode l  one w o u l d  ad d  an o s c i l l a t o r  t e r m  t o  th e  

mass  o-f th e  q u a r k :  

m — > m *< 1/ 2 ) K r ^

The  D i r a c  e q u a t i o n  w i t h  such  a s c a l a r  p o t e n t i a l  can  be w r i t t e n  as  

< 9 . p - m - < l / 2 ) K r 2 ) ^ '  = 0  . . . ( 2 )
( A s  n o t e d  in  A p p e n d i x  I we us e  th e  s t a n d a r d  r e p r e s e i i t a t  1 on o-f th e  

gamma m & t r i c e s s

i

i f  - r 0 5= I

L-?  o J
w he re  0 ,1  a r e  th e  2 x 2 n u l l  and  u n i t  m a t r i c e s  r e s p e c t i v e l y ;  CT a r e  

t h e  P a u 11 m a t r I c e s . )

W r i t i n g  t h e  q u ar K  b l s p i n o r  as  

f  - T  9 <r>Y

(-For t h e  c as e  o f  s p h e r i c a l  s y m m e t r y  ; Y b e i n g  a  v e c t o r  s p h e r i c a l  

h a r m o n i c ,  K th e  D i r a c  qu an tu m  number  and  M th e  z - p r o j e c t  i on o f  

th e  a n g u l a r  momentum C6 ] )  one  o b t a i n s  tw o  c o u p l e d  e q u a t i o n s  f o r  

f ( r >  and  g ( r ) :

1 - K
f < p )  + < £ -  m -  V ) g ( r )  =  0 . , , V4a)

g < r >  -  <S *  m + V ) f ( r )  »  0 . . . ( 4 b )

We ca n  now o b t a i n  a s e c o n d  o r d e r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  f o r  ea c h

o f  f ( r )  an d  g < r )  b y  d i f f e r e n t i a t i n g  th e  ab ove  e q u a t i o n s  and  

s o l v i n g  f o r  th e  a p p r o p r i a t e  f u n c t i o n !



r  £ - m -<  l / 2 )'-r

The  e q u a t i o n  - fo r  g ( r )

K < l + K )  1
-----------------------------   g < r > = 0  . . .  <5b)

E - m - ( l / 2 ) k r  j

These  e q u a t i o n s  may be use - f u l  ; h o w e v e r ,  t h e  I r  s t r u c t u r e  l a c k  th e  

a t t r a c t i v e  s i m p l i c i t y  o f  i . i e  M IT  s o l u t i o n s .  G r e a t  s i m p l i f i c a t i o n  

can  be o b t a i n e d ,  h o w e v e r , by  e m p l o y i n g  a  s l i g h t l y  more  

c o m p l i c a t e d  v e r s i o n  o f  th e  p o t e n t i a l  . I f  we add

( j  + X * ) V ( r )  . . . ( 6 )
( t h a t  i s  we use  e q u a l  a m o un ts  o f  s c a l a r  an d  t i m e  l i k e  v e c t o r  

p o t e n t i a l )  t o  th e  mass  o f  a  p a r t i c l e  i n  th e  D i r a c  e q u a t i o n  a 

S c h r o d i  n g e r - 1 i k e  e q u a t i o n  f o r  th e  u p p e r  co m po ne nt  o f  t h e  D i r a c  

b i s p l n o r  a r i s e s .  The  r o l e  o f  th e  p o t e n t i a l  In  t h i s  “ S c h r o d i  n g e r  

e q u a t i o n "  i s  p l a y e d  b y  V ( r ) .

T o  se e  t h i s  w r i t e  th e  q u a r k  b i s p i n o r  as

L * J  . . . m

U s i n g  th e  s t a n d a r d  r e p r e s e n  t a t  I on w i t h  th e  D i r a c  e q u a t i o n  th e  

c o u p l e d  e q u a t i o n s  f o r  (f) and  X  a r e : 

t i r .p ' )  i> -  <E + m ) X

( t r . l ? >X  =  < £  -  m -  V < r > > ^  . . . < 8 b)

I t  ca n  be  see n  t h a t  th e  p o t e n t i a l  do es  n o t  o c c u r  i n  ( 8 a ) . We can 

t h e r e f o r e  o p e r a t e  w l t h ^ . p  on t h a t  e q u a t i o n  w i t h o u t  i n c u r r i n g

-  * » ■ .............



d e r i  v a t  I v e s  o f  th e  p o t e n t i a l

T h i s  f o r m  ha s  been  u s e d  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  a  h a r m o n i c  o s c i l l a t o r  

by  Rav n da l  [ 7 3 ,  He ch o s e  a  p o t e n t i a l  o f  th e  f o r m  ( th e  n u m e r i c a l  

f a c t o r s  a r e  f o r  c o n v e n I e n c e )

a /1 8 X l + Yo>k3r 2 ...<?>

Then th e  th e  s m a l l  c om po ne nt  o f  th e  q u a r k  b l s p i n o r  i s  d e t e r m i n e d  

b y  t h e  e q u a t i o n

[ V 2 -  < i / 9 ) k 3 <E + m) r 2 + ( € 2 -m 2 ) ]  <f> =0  . . . ( 1 0 )

M a k i n g  th e  s«ne  s e p a r a t i o n  i n t o  r a d i a l  an d  a n g u l a r  p a r t s  a s  ab ove  

we o b t a i n  f o r  f < r )  an e x p r e s s i o n  v e r y  s i m i l a r  t o  th e  

S c h r o d i  n g e r  e q u a t i o n  f o r  a  h a r m o n i c  o s c i l l a t o r  p o t e n t i a l .  The  

o n l y  d i f f e r e n c e  i s  t h a t  th e  e n e r g y  e i g e n v a l u e  now o c c u r s  b o t h  

l i n e a r l y  and  q u a d r a t i c a l 1y ,  a s  can  be see n  i n  < 10 ) .

The  s o l u t i o n s  o f  <10 )  s u b j e c t  t o  th e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  

wave f u n c t i o n  be  n o r m a l i z a b l e  a r e  c o n f l u e n t  h y p e r g e o m e t r  i c 

f u n c t i o n s  ( s e e  b e l o w ) ,  a n d  th e  e n e r g i e s  a r e  g i v e n  by

(E -m)  ( G + m / i  = < 2 / 3 ) k ^ < 2 n  + l + 3 / 2 )  . . . < 1 1 )

The  s y m b o ls  hav e  e x a c t l y  th e  same s i g n i f i c a n c e  a s  i n  th e  n o n -  

r e l a t i v i s t i c  c as e  s n “  0 , 1 , . . .  and  1 = 0 , 1 , . . .  a r e  th e

r a d i a l  and  a n g u l a r  qu an tu m  nu m be rs  r e s p e c t i v e l y .

T he  s p l n - u p  s p i n o r  w i t h  q u an tu m  nu m be rs  n ,1 an d  m i s

=  n | "  V ^  I  r ' + ' e x p < - * t2 r 2/ 2 > F < - n ,  1+ 3 / 2 j  e<2 r 2 >

[ l /< E + m > < &  + ' -T ) Y _ KMj  . . . < 1 2 )

( w h e r e  * 4= < l / 9 ) k 3 <6+m> . . . < 3 3 )

and  F i s  t h e  c o n f l u e n t  h y p e r g e o m e t r  i c f u n c t i o n  ; N I s a  

n o r m a l i s a t i o n  c o n s t a n t .>



As  i n  th e  n o n - r e l a t i v i s t i c  case  t h i s  h a s  no  n e g a t i v e  e n e r g y  

s o l u t i o n s .  T h e r e f o r e  th e  an 11 p a r  t  f c 1e s t a t e s  ha v e  t o  be  f o u n d  In  

some o t h e r  w a y .  F o r  t h i s  we n o t e  t h a t  th e  z e r o t h  c om p on en t  o f  th e  

e l e c t r o d y n a m i c  v e c t o r  p o t e n t i a l  c o u p l e s  w i t h  o p p o s i t e  s i g n  t o  

p a r t i c l e  an d  a n t i p a r t i c l e  s t a t e s  ( s i n c e  i t  i s  a cc o m p a n i e d  by  th e

e l e c t r i c  c h a r g e  o f  th e  p a r t i c l e /  a n t  I p a r t  I c l e  in  t h a t  c a s e ) .

Hence  we s n o u l d  make a s i m i l a r  cha ng e  o f  s i g n  h e r e , so  t h a t  th e

p o t e n t i a l  f o r  o u r  an t  i p a r  t i d e  s t a t e s  i s

< 1 / 1 8 X 1 -  Xe) k 3r 2  . . . < 1 4 )

We t h u s  g e t  a n e g a t i v e  e n e r g y  s p e c t r u m  w h i c h  i s  th e  m i r r o r  image 

o f  t h e  p o s i t i v e  e n e r g y  s p e c t r u m .  Be cause  t h i s  a r i s e s  f r o m  a 

d i f f e r e n t  p o t e n t i a l ,  h o w e v e r ,  t h e  p a r t i c l e  a n d  a n t i p a r t i c l e  

s t a t e s  w i l l  n o t  be o r t h o g o n a l  t o  one  a n o t h e r . A s  we s h a l l  see  

l a t e r  o n ,  t h i s  m i g h t  pos e  a  p r o b l e m .  ( E x t e n s i v e  use  o f  t h e s e  

n e g a t i v e  e n e r g y  s t a t e s  w i l l  be m ad e: we s h a l l  assume a l l  o f  th e

n e g a t i v e  e n e r g y  s t a t e s  t o  be p o p u l a t e d  b y  " s ea "  q u a r k s  t o  f o r m  a 

D i r a c  s e a .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  th e  n o n - v a n i s h i n g  o p e r a t i o n s  on o u r  

vacuum a r e  t h e  annh  i 1 a t  i on o f  a  n e g a t i v e  e n e r g y  q u a r k  o r  th e  

c r e a t i o n  o f  a p o s i t i v e  e n e r g y  q u a r k . )

3 .  T w o - c e n t r e  h a r m o n i c  o s c i l l a t o r

We ca n  now e x t e n d  th e  ab ove  d e s c r i p t i o n  t o  i n c l u d e  n o n - s p h e r I c a l  

g e o m e t r i e s  t o o .  The  p i c t u r e  s k e t c h e d  b y  th e  s e c o n d  d r a w i n g  in

f i g .  1 w i l l  be s i m u l a t e d -  I . e .  t h a t  o f  tw o  ba gs  c o a l e s c i n g

w i t h o u t  d e f o r m i n g .  T h i s  i s  m o d e l l e d  b y  u s i n g  a  t w c - c e n  t r e

h a r m o n i c  o s c i l l a t o r  p o t e n t i a l  i n  t h e  D i r a c  e q u a t i o n .  We w r i t e  -

u s i n g  c y l i n d r i c a l  p o l a r  c o o r d i n a t e s  -

V ( P , Z g >  =  <k3/ l 8 X l  + ' J ( « > C ( |z l - z 0 ) 2 + / j2 3 . . , ( 1 5 )

(Se e  f i g .  2)

T h i s  p o t e n t i a l  d e s c r i b e s  tw o  s e p a r a t e  h a r m o n i c  o s c i l l a t o r s  in  th e



a s y m p t o t i c  r e g i o n  ( i . e .  f o r  th e  s e p a r a t i o n  b e tw ee n t h e i r  c e n t r e s  

=  2Zq l a r g e ) .  On th e  o t h e r  ha nd  t h e  c o n - f i n i n g  p o t e n t i a l  be comes a 

s t n g l e  h a r m o n i c  o s c / l f a t o r  when  t h e  s e p a r a t i o n  v a n i s h e s .

To  se e  how s o l u t i o n s  w i t h  t h i s  p o t e n t i a l  l o o k  we a g a i n  assume a 

s p i n - g p  q u a r k , t h a t  i s

F i g .  2 s T w o - c e n t r e  h a r m o n i c  o s c i l l a t o r s  z - d e p e n d e n c e  

F i s  w r i t t e n  i n  th e  -form

and th e  D i r a c  e q u a t i o n  s e p a r a t e s .  D e t a i l s  o-f th e  s o l u t i o n s  in  th e  

t h r e e  c o o r d i n a t e s  a r e  g t ' ven  I n  a p p e n d i x  2 .

I t  s h o u l d  be n o t e d  t h a t  th e  - f u n c t i o n s  h ( z )  <oC 0^  C / I T o t  ( I z  ( - Z q )  2 

w he re  a r e  p a r a b o l i c  c y l i n d e r  - f u n c t i o n s )  - f a l l  i n t o  tw o  d i s t i n c t  

c a t e g o r  i e s i  s i n c e  th e  e q u a t i o n  In  z i s  u n c h a n g e d  by  th e  

t r a n s f o r m a t i o n  z - z  we know t h a t  " z - p a r i t y "  i s  a  g o od  q u an tu m

number  5 h e nc e  we g e t  s o l u t i o n s  w h i c h  a r e  e i l , , e r  od d  o r  eve n  u n d e r  

t h i s  t r a n s - f o r m a t f o n .

The  e i g e n e n e r g i e s  a r e  f o u n d  t o  be  g i v e n  by



( £ - m ) < e * m ) ' /a = ( 2 / 3 ) k \ 2 r y + l m ^ l + p + 3 / 2 )  . .  . ( I S )

w i t h  r y  =  0 , 1 ,  . . .  ; =  . . . ,  - 1 ,  0 ,  1 , . . .  an d  Im ^ l  ^  l y  . p i s

r a s t r I e t e d  b y  th e  z - p a r J t x  c o n d i t i o n s  ( - f i g u r e  3 ) :  

even  : D ^ ' ( z = 0 ) = 0  

odd  s D p ( z = 0 ) = 0 ,

F i g .  3s C o n t i n u i t y  o-f th e  wave - f u n c t i o n  and  i t s  d e r i v a t i v e  a t  

z=0  r e s t r i c t s  th e  qu an tu m  number p .

The c e n t r e s  o-f t h e  o s c i l l a t o r s  a r e  s i t u a t e d  a t  * Z q an d  - Z q 

r e s p e c t i v e l y .  T hu s  p w i l l  chang e  as  Zg c h a n g e s ,  an d  t h e  e n e r g y  

e i g e n v a l u e s  become f u n c t i o n s  o f  Zq .

I n  f i g .  4 th e  l o w e s t  fe w  e n e r g y  l e v e l s  a r e  shown a s  a  f u n c t i o n  o f  

z 0 f o r  mass I  e s s  q u a r k s .  We n o t e  t h a t  s i n c e  t h e  p o t e n t i a l  become s 

tw o  o s c i l l a t o r s  i n  th e  a s y m p t o t i c  r e g i o n ,  ea c h  l e v e l  i n  th e  

s p h e r i c a l  l i m i t  c o r r e s p o n d s  t o  tw o  a s y m p t o t i c  l e v e l s :  one w i t h

p o s i t i v e  ' z - p a r  i t y "  an d  th e  o t h e r  w i t h  n e g a t i v e  " z - p a r i t y " .  T h i s  

f a c t  w i l l  be us e d  l a t e r  o n .

F i g .  5  d i s p l a y s  th e  e f f e c t  o f  h a v i n g  a  s i n g l e  m a s s i v e  q u a r k  on 

th e  g r o u n d  s t a t e . As  i n  th e  M IT  ba g  th e  e n e r g y  i s  see n  n o t  t o  be 

v e r y  s e n s i t i v e  t o  t h e  q u a r k  m ass .  N o t e  t h a t  th e  e n e r g i e s  a r e  

s c a l e d  b y  t h e  o s c i l l a t o r  c o n s t a n t  k ; t h i s  w i l l  i n  t u r n  be 

i n v e r s e l y  p r o p o r t i o n a l  t o  a n y  " r a d i u s  o f  c o n f i n e m e n t " ,  f o r  

i n s t a n c e  th e  r . m . s  r a d i u s .  We r e t u r n  t o  t h i s  p o i n t  b e l o w .



F i g .  4  ; E n e r g y  l e v e l s  o f  m a s s l e s s  q u a r k s .  L e v e l s  

by  p < z 0= 0 ) ; n»=  m^= 0 .



F i g .  5  J L o w e s t  e n e r g y  l e v e l  f o r  v a r i o u s  v a l u e s  o f  MR; MR™ mass  

x r a d i u s .



4 .  A d i a b a t i c  a p p r o x i m a t i o n  o-f p a r t i c l e  e n e r g i e s

The  e n e r g i e s  o f  th e  q u a r k s  do  n o t  c o n s t i t u t e  th e  o n l y  

c o n t r i b u t i o n s  t o  t h e  mass  o f  h a d r o n s  b u i l t  up o u t  o f  th em .  I t  i s  

w e l l  known [3 3  t h a t  c o n t r i b u t i o n s  f r o m  e . g .  t h e  v o lu m e e n e r g y  o f  

t h e  ba g  and  t h e  i n t e r a c t i o n s  b e tw ee n th e  q u a r k s  w i l l  hav e  t o  be 

t a k e n  i n t o  a c c o u n t . A t  l e a s t  t h e  f i r s t  o f  t h e s e  w i l l  de pe nd  

s t r o n g ! y  on th e  " r a d l u s "  o f  th e  h a d r o n , w h i c h  a l s o  s c a l e s  th e  

e n e r g y  l e v e l s  o f  th e  q u a r k s .

He n ce ,  w h e r e a s  t h e  i n v e r s e  p r o p e r t f o n a l l t y  o f  o u r  e n e r g y  l e v e l s  

on th e  ba g  r a d i u s  i m p l i e s  t h a t  t h e  q u a r k  e n e r g i e s  a l w a y s  d e c r e a s e  

a s  th e  ba g  r a d i u s  i n c r e a s e s ,  th e  e n e r g y  o f  t h e  h a d r o n  i t s e l f  i s  

m i n i m i s e d  a t  a c e r t a i n  f i n i t e  r a d i u s .  T h i s  i s  s i g n i f i c a n t  f o r  tw o  

r e a s o n s :

- i n  an  a d i a b a t i c  a p p r o x i m a t i o n  o f  th e  s c a t t e r i n g  o f  h a d r o n s  we 

w o u l d  t h e r e f o r e  m i n i m i s e  th e  e n e r g y  o f  th e  s y s te m  a t  eac h  

s e p a r a t i o n  <=2Zq> t o  d e t e r m i n e  th e  r a d i i  o f  th e  s c a t t e r i n g  b a g s ,  

- f i n d i n g  t h i s  m in imu m I s  a l s o  e q u i v a l e n t  t o  m i m i c k i n g  th e  n o n ­

l i n e a r  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  o f  th e  M IT  ba g .

We o n l y  I n c l u d e  t h e  q u a r k  e n e r g i e s  and  th e  vo lu me  e n e r g y .  A t  a 

s e p a r a t i o n  o f  2 zq th e  t o t a l  v o lu m e o f  tw o  I n t e r s e c t i n g  b a g s ,  

ea ch  o f  r a d i  u s  R I s

V o l = < 2 /3 > i rR 3 *  V R 2 z 0 t  < i / 3 > H z 0 3 . . . ( 1 9 )

F u r t h e r m o r e  t h e  q u a r k  e n e r g i e s  a r e  p r o p o r t i o n a l  t o  k  f r o m  < 1 8 ) ;  

one m u s t  t h e r e f o r e  f i n d  a r e l a t i o n  be tw ee n k an d  R t o  be a b l e  t o  

m i n i m i s e  th e  e n e r g y . In  t h i s  r e g a r d  we f o l l o w  Ravn da l  [ 7 3 ,  who  

d e f i n e s  t h e  r a d i u s  as  th e  d i s t a n c e  f r o m  th e  c e n t r e  i n  th e  

s p h e r i c a l  g r o u n d  s t a t e  a t  w h i c h  t h e  l a r g e  co m po ne nt  o f  th e  wave 

f u n c t i o n  ha s  f a l l e n  t o  I / * / T '  o f  i t s  o r i g i n a l  v a l u e .  T h i s  

d e t e r m i n e s  t h e  r e l a t i o n  be tw ee n R and  k :



R = (3 /K )  E < 2 /3 )< 2 n / , ‘ i n„f l > 3 / 2 ' :  /6

M i n i m i s a t i o n  o f  t h e  e n e r g i e s  can  now be done  s t r a i g h t f o r w a r d l y .  

A s  an ex a m pl e  ea c h  ba g  was  p o p u l a t e d  w i t h  3  m a s s l e s s  q u a r k s  i n

the i r  g r o u n d  s t a t e .  The  e n e r g y  was  t h e n  mf n im i  s * d  a t  v a r i o u s

v a l u e s  o f  z 0 , K e e p i n g  z 0 f i x e d .  As  can  be see n  In  f i g .  6 ,  th e

e n e r g y  o f  th e  4 - q u a r k  s y s te m  shews a g e n e r a l  d e c r e a s e  in  e n e r g y

as  %Q d e c r e a s e s .  I n  a B o r n - O p p e n h e i m e r - 1 I k e  p i c t u r e  we w o u l d  

i n t e r p r e t  th e  t o t a l  e n e r g y  o f  th e  s y s te m  a s  t h e  p a t e n t i a )  b e tw e e n  

th e  tw o  p a r 11 c l e s  ( s i n c e  a l l  th e  q u a r k s  r e m a i n  in  t h e  g r o u n d  

s t a t e  t h r e e  q u a r k s  a r e  on th e  l e f t  hand  s i d e  a s y m p t o t i c a l l y  and  

t h r e e  on th e  r i g h t  h a n d  s i d e ) ;  t h i s  w o u l d  t h e n  be see n  a s  an 

a t t r a c t i v e  p o t e n t i a l .  N o t e  t h a t  th e  e n e r g i e s  a n d  s e p a r a t i o n s  a r e  

s c a l e d  b y  th e  v o lu m e e n e r g y  p a r a m e t e r  B . The  way  in  w h i c h  th e  

r a d i u s  o f  th e  " b a g ” c h a n g e s  as  a f u n t i o n  o f  th e  s e p a r a t i o n  t o  

g i v e  r i s ®  t o  th e  a t t r a c t i v e  p o t e n t i a l  can  be  see n  i n  th e  r a d i u s -  

s e p a r a t i n n  p l o t ,  f i g .  7 .
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F i g .  7  s R a d i u s  o f  <5-quarK s y s t e m  in  th e  a d i a b a t i c  a p p r o x I m a t i o n •



I l l  SCATTERING FORMALISM

1 .  The  B o r n - O p p e n h e i m e r  a p p r o x i m a t i o n

A u s e f u l  m et h od  o f  s o l v i n g  s c a t t e r i n g  p r o b l e m s  o f  com pound 

p a r t i c l e s  a t  l ow  e n e r g i e s  < t h a t  i s  e n e r g i e s  a t  w h i c h  th e  r e l a t i v e  

m o t i o n  o f  th e  p a r t i c l e s  I s  much s l o w e r  th a n  t h e  i n t e r n a l  m o t i o n  

o f  th e  c o n s t i t u e n t s )  i s  t h e  s o - c a l l e d  B o rn - O p p e n h e Im e r  

a p p r o x i m a t i o n , I n  t h i s  a p p r o x i m a t i o n  one c a l c u l a t e s  t h e  t o t a l  

e n e r g y  o f  th e  s c a t t e r i n g  p a r t i c l e s  a t  eac h  s e p a r a t i o n ;  th e  

d i f f e r e n c e  be tw ee n t h i s  and  ' he e n e r g y  in  th e  a s y m p t o t i c  r e g i o n  

i s  t a k e n  a s  th e  p o t e n t l a ’ f o r  th e  s c a t t e r i n g  I n t e r a c t i o n .  T h i s  

m e th o d  I s  common 1y u s e d  in  m o l e c u l a r  p h y s i c s ;  f o r  i n s t a n c e ,  th e  

b l n d i n c ,  e n e r g y  o f  th e  i o n i z e d  h yd r o g e n  m o l e c u l e  i s  a p p r o x i m a t e d  

e x c e l , e n t l y  i n  t h i s  m a n n e r .

The  B o rn - O pp en he  im e r  a p p r o x i m a t i o n  i s  m o t i v a t e d  as  f o l l o w s }  I f  

th e  s e p a r a t i o n  b e tw ee n th e  p a r t i c i e s  w e r e  c o n s t a n t ,  t h e  f o r c e  

be tw ee n them w o u l d  be eq ua l  t o  t h e  d e r i v a t i v e  o f  th e  t o t a l  e n e r g y  

w i t h  r e s p e c t  t o  th e  s e p a r a t i o n .  Hence we e x p e c t  t h e  same t o  be 

t r u e  i f  t h e  r e l a t i v e  m o t i o n  I s  much s l o w e r  th a n  th e  I n t e r n a l  

m o t i o n  o f  th e  p a r t i c l e s .  S i n c e  th e  f o r c e  i s  by  d e f i n i t i o n  eq ua l  

t o  th e  d e r i v a t i v e  o f  th e  p o t e n t i a l ,  t h i s  i m p l i e s  t h a t  i n  t h i s  

a d i a b a t i c  l i m i t  th e  p o t e n t i a l  i s  J u s t  t h e  t o t a l  e n e r g y  ( t o  w i t h i n  

an a d d i t i v e  c o n s t a n t ) .

As  an e x c e r c I s e  i n  u s i n g  t h i s  a p p r o x i m a t i o n  we f i r s t  s o l v e d  th e  

f o l l o w i n g  s i m p l e  one  d i m e n s i o n a l  p r o b l e m .  Two c o a l e s c i n g  s q u a r e  

w e l l s ,  one c o n t a i n i n g  one  p a r t i c l e  and  t h e  o t h e r  t w o ,  w er e  

s c a t t e r e d  o f f  one a n o t h e r  u s i n g  t h i s  a p p r o x i m a t i o n .  A p p e n d i x  3 

c o n t a i n s  mor e  d e t a i l s  o f  t h i s  c a l c u l a t i o n .



2 .  R a s  c o l l e c t i v e  c o o r d i n a t e

I m p l i c i t  i n  th e  B o rn -O pp en he  im e r  a p p r o x i m a t i o n  i s  th e

i n t r o d u c t i o n  o f  a  c o l l e c t i v e  c o o r d i n a t e s  th e  d i s t a n c e  b e tw e e n  th e  

c e n t r e s - o f - m a s s  o f  t h e  s c a t t e r i n g  o b j e c t s .  The  Bo rn - O p p e n h e  im e r  

p o t e n t i a l  t h e n  o c c u r s  i n  th e  S c h r o d l n g e r  e q u a t i o n  I n v o l v  i ng  t h i s  

c o o r d i n a t e .

The  q u a l i t y  o f  an a p p r o x i m a t i o n  u s i n g  th e  c e n t r e - o f - m a s s  d e p e nd s  

on th e  d e g r e e  o f  l o c a l i z a t i o n  o f  th e  c o n s t i t u e n t s  o f  th e

s c a t t e r i n g  o b j e c t s .  S i n c e  one  b e l i e v e s  t h a t  t h e  q u a r k s  i n s i d e  a 

h a d r o n  a r e  t o t a l l y  c o n f i n e d  t o  a r e g i o n  o f  s pa ce  ( i n s i d e  o f  w h i c h  

t h e y  a r e  e s s e n t i a l l y  f r e e ) , t h i s  r e q u i r e m e n t  s h o u l d  be  w e l l  

s a t i s f i e d  i n  o u r  c a s e . T o  I n t r o d u c e  t h i s  d e s c r i p t i o n  we s h a l l  

f o l 1ow a s i m p l i f i e d  v e r s i o n  o f  th e  m e th o d  o f  Lemmer a n d  T o e p f f e r  

C8 J t h a t  was  u s e d  t o  d e s c r i b e  t h e  s c a t t e r i n g  o f  two  h e a v y  i o n s .

I t  s h o u l d  a l s o  be p o i n t e d  o u t  t h a t  we s h a l l  f o l l o w  t h e s e  a u t h o r s  

i n  u s i n g  a  S c h r o d i n g e r  e q u a t i o n  t o  o b t a i n  th e  wave f u n c t i o n  f o r  

r e l a t i v e  m o t i o n .  As  w i l l  be  s e e n ,  we s h a l l  be w o r k i n g  i n  a  r e g i o n

w h e re  r e l a t i v l s t l c  e f f e c t s  m i g h t  g u s t  s t a r t  t o  be I m p o r t a n t  f o r

t h i s ;  i n  th e  l i g h t  o f  th e  s c h e m a t i c  n a t u r e  o f  th e  c a l c u l a t i o n  th e  

c o m p l i c a t i o n s  o f  a  f u l l  r e l a M v i s t i c  t r e a t m e n t  was  h o w ev e r  

c o n s i d e r e d  u n w a r r a n t e d .

The  H a m i l t o n i a n  i s  d i v i d e d  I n t o  t h r e e  p a r t s :

H "  H INTR *  ^RELATIVE + "GLUON . . . C l )

The  H a m i 1 t o r  I an i n v o l v i n g  r e l a t i v e  m o t i o n  i s  —



2 .  R a s  c o l l e c t i v e  c o o r d i n a t e

I m p l i c i t  i n  th e  B o rn - O p p e n h e I  men a p p r o x i m a t i o n  i s  th e

i n t r o d u c t i o n  o f  a  c o l l e c t i v e  c o o r d i n a t e s  th e  d i s t a n c e  b e tw ee n th e  

c e n t r e s - o f - m a s s  o f  th e  s c a t t e r i n g  o b j e c t s . The  B o rn - O pp en he  im er  

p o t e n t i a l  t h e n  o c c u r s  i n  t h e  S c h r o d l n g e r  e q u a t i o n  i n v o l v i n g  t h i s

c o o r d l n a t e .

The  q u a l i t y  o f  an a p p r o x i m a t i o n  u s i n g  th e  c e n t r e - o f - m a s s  d e p e n d s  

on th e  d e g r e e  o f  l o c a l i z a t i o n  o f  th e  c o n s t i t u e n t s  o f  th e

s c a t t e r i n g  o b j e c t s .  S i n c e  one b e l i e v e s  t h a t  t h e  q u a r k s  i n s i d e  a 

h a d r o n  a r e  t o t a l l y  c o n f i n e d  t o  a r e g i o n  o f  s pa ce  U n s i d e  o f  w h i c h

t h e y  a r e  e s s e n t i a l l y  f r e e ) , t h i s  r e q u i r e m e n t  s h o u l d  be w e l l

s a t i s f i e d  i n  o u r  c a s e . To  i n t r o d u c e  t h i s  d e s c r i p t i o n  we s h a l l

f o l l o w  a s i m p l i f i e d  v e r s i o n  o f  th e  m e th o d  o f  Lemmer an d  T o e p f f e r  

C8 J t h a t  w as  u s e d  t o  d e s c r i b e  th e  s c a t t e r i n g  o f  tw o  h e a v y  i o n s .

I t  s h o u l d  a l s o  be p o i n t e d  o u t  t h a t  we s h a l l  f o l l o w  t h e s e  a u t h o r s  

in  u s i n g  a  S c h r o d i n g e r  e q u a t i o n  t o  o b t a i n  th e  wave f u n c t i o n  f o r  

r e l a t i v e  m o t i o n .  As  w i l l  be s e e n ,  we s h a l l  be w o r k i n g  i n  a  r e g i o n

w h e re  r e l a t i v i s t i c  e f f e c t s  m i g h t  J u s t  s t a r t  t o  be i m p o r t a n t  f o r

t h i s ;  i n  t h e  l i g h t  o f  th e  s c h e m a t i c  n a t u r e  o f  th e  c a l c u l a t i o n  th e  

c o m p ! I  c a t  1o n s  o f  a f u l l  r e l a t i v i s t i c  t r e a t m e n t  was  h o w ev e r  

c o n s i d e r e d  u n w a r r a n t e d .

The  Ham 11 t o n  I an i s  d i v i d e d  i n t o  t h r e e  p a r t s ;

H *  H INTR + "RELATIVE + HGLUON

The H a m i l t o n i a n  i n v o l v i n g  r e l a t i v e  m o t i o n  i s

-+i2 1 )  ,  )
W w e — I ;



( w h e r e  a  ^ rm  i n v o i  v  i ng  c o l l e c t i v e  r o t a t i o n s  h a s  be en  o m i t t e d ) .

T he  e i g e n s t a t e s  o f  t h e  I n t r i n s i c  H a m i l t o n i a n  a r e  now I n t r o d u c e d * .

< I I H IN T R l i ' > =  6 i S m ' ,
T he se  s t a t e s  n o r m a l l y  r e f e r  t o  p a r t i c l e s  made up o+' th e  q u a r k s  

d e s c r i b e d  b y  t h e  s o l u t i o n s  o f  th e  t w o - c e n t r e  D i r a c  e q u a t i o n  ( a s  

in  C h a p t e r  1 1 > . Hence J i >  c o u l d  be a  meso n ,  In  w h i c h  c a s e  I t  

c o n s i s t s  o f  a q u a r k  In  a  p o s i t i v e  e n e r g y  e i g e n s t a t e  an d  an 

a n t  I q u a r k  In  a n e g a t  I ue e n e r g y  e i g e n s t a t e .  He ■»ver, as  we s h a l l  

see  l a t e r ,  t h e  p a r t i c l e s  i n  th e  i n c o m i n g  c h a n n e l  a r e  n o t  s uc h  

e i g e n s t a t e s .  I n  g e n e r a l  o u r  " p h y s i c a l “ s t a t e s  a r e  t h e r e f o r e  

s u p e r p o s i t i o n s  o f  t h e  e i g e n s t a t e s !

|c*> =  % . C^,  I i>  . - .<4>

U s i n g  t h e s e  we can  e x p an d  th e  s c a t t e r i n g  wave  f u n c t i o n  as

( l /R )Z Iw * (R ) |K >  . . , ( 5 )

To s o t v e  th e  S c h r o d l n g e r  e q u a t i o n  w i t h  t h i s  e x p a n s i o n  o f  t h e  wave 

f u n c t i o n  we n o t e  t h a t  t h e  i n t r i n s i c  e i g e n s t a t e s  w i l l  de pe nd  

p a r a m e t r  i c a ? 1y  on th e  s e p a r a t i o n  R be tw ee n th e  tw o  b a g s . 

E m p l o y i n g  ( 2 )  we o b t a i n  a s e t  o f  c o u p l e d  e q u a t i o n s  f o r  th e  

amp I I t u d e s  w * ( R ) :

2  1< ------— ,  + <o<ld R loO -  <E- E„>  + «XI HRl »
2yuLdR J

"Z c—  C2<e('l dRI«> ~  + <oc'ld2RIK>] <oc'l Hftl lo())w^(R) . . . ( 6 )
«<v* 2^ dR L

E« *  <“ I H , NTRi'<>

- t  C* ' I C « I E I

The  t h i r d  t e r m  i n  th e  H a m i l t o n i a n ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  g l u o n  

e x c h a n g e , I s  a t  t n l s  s t a g e  s t i l l  u n d e t e r m i n e d .  We s h a l l  r e t u r n  t o



t h i s  l a t e r  on .

3 .  Se co n d  q u a n t i z e d  f o r m  o f  s c a t t e r i n g  ■ f o rm a l i sm

We n o t e  t h a t

i )  th e  s c a t t e r i n g  p r o b l e m  w i l l  i n v o l v e  t h e  c r e a t i o n  an d

d e s t r u c t i o n  o f  p a r  11 c? e s / a n  11 p a r t  I d e s  and

i i ) i d e n t i c a l  p a r t i c l e s  w i l l  o c c u r , w h i c h  hav e  t o  be

a n t  i sym met r  i z e d  p r o p e r  I y .

T h i s  ( m m ed ia te  1y  s u g g e s t s  th e  us e  o f  t h e  m e th o d  o f  s e c o n d  

q u a n t i s a t i o n .  We s h o u l d  t h e r e f o r e  w r i t e  th e  o p e r a t o r s  in  

th e  c o u p l e d  e q u a t i o n s  ( 6 ) a  i n  s e c o n d  q u a n t i z e d  • fo rm. The  

d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r s  d / d R  and  d ^ / d R ^  w i l l  be c o n s i d e r e d  h e r e ( 

^GLUON i s  d l s c u s s e d  e l s e w h e r e .

T o  w r i t e  d / d R  and  d ^ / d R ^  In  s e co nd  q u a n t i z a t i o n  we e x p a n d  th e  

g r o u n d  s t a t e  a s  a S l a t e r  d e t e r m i n a n t ,  and  o p e r a t e  on t h i s  w / t h  

th e  o p e r a t o r s .

I )  d / d R  In  s e c o n d  q u a n t i z a t i o n

The  S l a t e r  d e t e r m i n a n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  a g r o u n d  s t a t e  w i t h  

p a r t i c l e s  i s

By a c t u a l l y  e x p a n d i n g  t h e  S l a t e r  d e t e r m i n a n t  one s e e s  t h a t  d i f f e ­

r e n t i a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  R w i l l  a f f e c t  one  c o lu m n a t  a t i m e :

<x,  »2 . .  * N I B . S>= P . < "  V>b < i>  . . . #5 ,1 1 > * b u >

^ , < 2 > . ■. f b " '  - -



U s i n g  c o m p l e t e n e s s  we w r i t e

t<x> = Z < a l d R l a )

R s p l a c l n g  eac h  d e r  i v a t ! ve w i t h  t h i s ,  an d  e x t r a c t i n g  th e  common 

■Fac to rs  we see  t h a t

Hence we se e  t h a t  d / d R  I s  a s i n g l e  p a r t i c l e  o p e r a t o r ; i n  th e  

ab ove  e x p r e s s i o n  I t  r e p l a c e s ^  b y # .

T h i s  i s  o b t a i n e d  by  d i f f e r e n t i a t i n g  o u r  p r e v i o u s  r e s u l t  w i t h

r e s p e c t  t o  R,  We m us t  remember  t h a t

- t h e  o p e r a t o r s  c depe nd  on  R t h . - i s e l v e s

- f n  an e x p r e s s i o n  l i k e

^ ( a l d R l c X c i d R I b )

we c a n n o t  use  c o m p l e t e n e s s  s i n c e  dR i s  n o t  a " n o rm a l  " o p e r a t o r : 

I t  o p e r a t e s  on th e  p a r a m e t r i c  de pe nd en ce  o f  th e  s t a t e s ,

We t h e n  o b t a i n

d / d R  I G .S  >= j L  I d / d R  1 / 5 ) = ^  I G . S  > 

I I )  d ^ / d R ^  i n  s e c o n d  q u a n t i z a t i o n

So t h i s  i s

d2/ d R 2 1 6 . S ^ ( o t | d 2R l p ) c ^ c fl +(Z i <o( ldRlS></a l d R l l f > 4 c/l c I c j l G . S >

. .  .<!

sum o f  one an d  tw o  b o d y  o p e r a t o r s .

C o m b i n In g  t h e s e  r e s u l t s  w i t h  ( 6 )  e h a b l e s  u s  t o  a c t u a l l y  c a r r y  o u t  

a c a l c u l a t i o n  w i t h  t h i s  f o r m a l i s m .



I V .  KAON-PROTON SCATTERING

1 .  E x p e r I  m e n ta l  d a t a

R e c e n t  y e a r s  hav e  see n  a t r e m e n d o u s  I n c r e a s e  i n  th e  q u a n t i t y  and  

q u a l i t y  o f  d a t a  on k a o n - p r o t o n  (K + p)  s c a t t e r i n g .  A v a r i e t y  o f  

p r o d u c t s  r e s u l t  f r o m  such  s c a t  t e r  i n g :  b e s i d e s  e l a s t i c  s c a t t e r i n g ,  

r e a c t i o n s  l i k e  K+p — >TT + Z  a n d  K+p — »TT + A .  a r e  o b s e r v e d .  The  

e x p e r i m e n t s  hav e  o u t l i n e d  i n t e r e s t i n g  s t r u c t u r e  I n th e  v a r i o u s  

ch a n n e l  6 .

F i g .  1 shows th e  s - w a v e  ph ase  s h i f t s  e x t r a c t e d  f r o m  th e  e l a s t i c  

ch a n n e l  d a t a  f o r  th e  i s o s p t n  z e r o  c h a n n e l  ( t a k e n  f r o m  19 3 > .  Two 

c l e a r  p e a k s ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  lam bd a r e s o n a n c e s  a t  IdSO a n d  1800  

MeV r e s p e c t i v e l y ,  a r e  d i s c e r n i b l e .  The  e f f e c t  o f  th e s e  r e s o n a n c e s  

can  a l s o  c l e a r l y  be see n  i n  th e  v a r i o u s  i n e l a s t i c  c h a n n e l s .  

S i m i l a r  r e s o n a n t  s t r u c t u r e  shows up In  t h e  T=1 c h a n n e l . Her e  i t  

I s  th e  s ig m a r e s o n a n c e s  a t  1750 and  2000  MeV w h i c h  a r e  s e e n .

The  s i g n i f i c a n c e  o f  t h e s e  o b s e r v a t i o n s  become s c l e a r  i f  t h e  

p a r t i c i p a t i n g  h a d r o n s  a r e  a n a l y z e d  i n  te r m s  o f  t h e i r  q u a r k  

c o n s t i t u e n t s .  We s h a l l  use  u , d an d  s  t o  d e n o te  th e  u p ,  down and  

s t r a n g e  q u a r k s  r e s p e c t i v e l y  , an d  w r i t e  u , 3  and  I  f o r  th e

r e s p e c t i v e  a n 1 1 q u a r k s .  The  p r o t o n  c o n s i s t s  o f  th e  t h r e e  q u a r k s  

<uud> ( t h e  b r a c e s  I n d i c a t e  t h a t  t h e s e  a r e  t o  be  c o u p l e d  t o  th e  

c o r r e c t  s p i n ,  I s o s p t n  and  c o l o u r  -  see  b e l o w ) ,  and  th e  Kaon o f  

th e  p a i r  ( u s )  . Bo th  lam bd a and  s i g m a  a r e  made up o f  t h e  t h r e e  

q u a r k s  C u d s ) . ( T h e y  d i f f e r  In  s p i n  an d  i s o s p i n  qu an tu m n u m b e r s . ) 

T h u s  we can  se e  t h a t  th e  a n n i h i l a t i o n  o f  an up q u a r k  w i t h  an 

a n t i - u p  h a s  t o  t a k e  p l a c e  f o r  t h e s e  r e s o n a n c e s  t o  o c c u r .



F i g ,  1 i S c a t t e r i n g  A m p l i t u d e  In  th e  T = 0 , 1=0 c h a n n e l  e x t r a c t e d  

f r o m  e x p e r i m e n t a l  d a t a ;  f r o m  t P l .

2 .  A n t  I s y m m e t r i z e d  o p e r a t o r s

An I m p o r t a n t  s i d e  I s s u e  I s  th e  c o n s t r u c t i o n  o f  c r e a t i o n  and  

a n n i h i l a t i o n  o p e r a t o r s  o f  th e  h a d r o n s  we s h a l l  be m o d e l l i n g  w h i c h  

hav e  t h e  c o r r e c t  sy m m e t r y  p r o p e r t i e s .  T h i s  i s  n o t  t r i v i a l  s i n c e

I ) s e c o n d  q u a n t i z a t i o n  w i l l  e n s u r e  t h a t  th e  o p e r a t o r s  a r e  t o t a l l y  

a n t i s y m m e t r i c ;  h o w e v e r ,  t h e y  a l s o  hav e  t o  be t o t a l l y  

a n t  I s y m m e t r I c  w i t h  r e s p e c t  t o  c o l o u r  ex ch an ge  t o  b e l o n g  t o  a 

c o l o u r  s i n g l e t .  T h i s  a n 1 1 s y m m e t r I z a t I  on m us t  be done  " b y  h a n d " .

I I )  i n  th e  ca se  o f  t h e  b a r y o n s  we s h a l l  have t o  c o u p l e  3  q u a r k s ,  

2 o r  mor e  o f  w h i c h  m i g h t  be I d e n t i c a l ,  t o  go od  s p i n  an d  I s o s p l n .

We s h a l l  be I n t e r e s t e d  In  3 t y p e s  o f  p a r t  I d e s :  K a o n , p r o t o n ,

and  lam bd a.



a )  Kaon

B e ca u s e  t h i s  meson c o n s i s t s  o-f a q u a r k - a n  11 q u a r k  p a i r ,  i t  i s  

r  >1 a t  i v e l z  s i m p l e  t o  c o n s t r u c t  a c o l  o u r  s i n g l e t s  th e  q u a r k  and  

a n t  I q u a r k  m u s t  hav e  t h e  same c o l o u r  l a b e l ,  an d  we s h o u l d  sum o v e r

a l l  t h r e e  p o s s i b l e  v a l u e s  o f  t h i s  l a b e l .

F u r t h e r m o r e  th e  Kaon ha s  s p i n  S=G. Hence  th e  c r e a t i o n  o p e r a t o r

f o r  a  n e g a t i v e l y  c h a r g e d  Kaon can  be w r i t t e n  as

( K ~ : f  =  M Z  c i / 2  o '  1 /2  - < n o  o >s ] . * <c >u ^ <c > < -> 1 / 2 ~ cr 

=  1/ / ? Z  [ S ^  ( c >u,^ ( c ) + sj'g, ( cJu^ g  Cc5 J

=  <c>ua < = » s.o  - ■ - < ! >

(w h e r e  s  an d  u a r e  s t r a n g e  and  up q u a r k  a n n i h i l a t i o n  o p e r a t o r s  

r e s p e c t  1v e l y 5 c s t a n d s  f o r  c o l  o u r ; r a n g e s  o v e r  th e  2 p o s s i b l e  

s p i n s  and  c < r e f e r  t o  an y  o t h e r  qu an tu m  nu m be rs .  <X m u s t  be 

su c h  t h a t  In  t h e  a s y m p t o t i c  r e g i o n  i t  r e f e r s  t o  th e  l o w e s t

p o s i t i v e  e n e r g y  e i g e n s t a t e  s i n c e  we know t h e  Kaon t o  be an

u n e x c i t e d  me s o n .  S i m i l a r l y ^  m u s t  r e f e r  t o  th e  l o w e s t  -  l e a s t  

n e g a t i v e  -  n e g a t i v e  e n e r g y  e i g e n s t a t e  a s y m p t o t i c a l l y . )

A t  t h i s  s t a g e  we may  a d d r e s s  o u r s e l v e s  t o  th e  q u e s t i o n  o f  th e

m ass  o f  th e  s q u a r k . T h i s  i s  b e l i e v e d  t o  be m ore  m a s s i v e  t h a n  th e

u a n d  d  q u a r k s  C 4 ] $ s i n c e  we hav e  seen  In  c h a p t e r  I I  t h a t  th e  

e n e r g y  l e v e l s  a r e  n o t  v e r y  s e n s i t i v e  t o  q u a r k  m as se s  we s h a l l  

s i m p l y  s e t  a l l  q u a r k  mass es  eq ua l  t o  z e r o  as  a  w o r k i n g

a p p r o x I m a t I  o n .

11) Lambda

A s  m e n t i o n e d ,  t h i s  c o n s i s t s  o f  u , d  and  s  q u a r k s  a r r a n g e d  i n  a 

c o l o u r  s i n g l e t . The  u an d  d  a r e  c o u p l e d  t o  i s o s p i n  T = 0 . So t o

c o n s t r u c t  th e  l a m bd a c r e a t i o n  o p e r a t o r  we f i r s t  o b t a i n  an

o p e r a t o r  c o n s i s t i n g  o f  th e  r i g h t  c o m b i n a t i o n  o f  t h e s e  tw o  t o



c o u p l e  t o  T==0 ( f o r  s p e c i f i c  c o l o u r s  1 an d  2> i

QST< 12:1 =  C i  ) q f  < 2 > ] g  T ,,0 Ms= i / 2  MT=0 " “  <2)

<q d e n o t e s  a u o r  d a n n i h i l a t i o n  o p e r a t o r ,  d e p e n d i n g  on th e  

i s o s p l n  p r o j e c t i o n  'C . )

We can  now show t h a t  t h e  sum o f  t h e  s p i n  and  an d  i s o s p i n  o f  an y  

such  t w o - q u a r k  c o m b i n a t i o n  o f  up and  down q u a r k s  In  th e  same

s p a t i a l  s t a t e  s h o u l d  be an even number  [ 1 0 3 ,  We hav e  t h a t  

-  t q ' m q ' d ) , ,  T  H .M,

On th e  o t h e r  h a n d ,  i f  we swop th e  c o l o u r s  1 an d  2  we see t h a t

9 ^ t <21 )  =  - ( - > S* T a ^ T ( 1 2 )  . . . ( 3 )

(w h e r e  we hav e  made use  o f

I ) q ( l > q < 2 ) =  - q ( 2 > q ( l ) ;  t h e  o p e r a t o r s  a n t i c o m m u t e  and

I I )  < 1 /2  C , i / 2  cr2 IS  Ms > -  - < - ) ' - * (  1 / 2  T ,  1 /2  T ,  IS  Mg) ).

B u t  we m u s t  ha ve  an11 s y m m e t r y  i n  c o l o u r  a l o n e ;  t h i s  p r o v e s  t h a t

S * T = e v e n .

T h e r e f o r e  th e  o p e r a t o r  Q h a s  S=0 and

QS= 03T=«Ci< t 2 >=J-x ( 1 / 2 O ‘  1 /2  " ° '10 0 ) < 1 / 2  ^  1 /2  - t l O  0 >V t m W 2> 
«  ( l / 2 > C u ff ( l ) d | ( 2 ) - u p l > d | ’ ( 2 > - d t1’ ( l> u ir (2>  +

d [ ( l > u J ( 2 U  . . . ( 4 )
To g e t  t h e  f u l l  l ambda o p e r a t o r  ( w i t h o u t  c o l o u r  

a n t  I s y m m e t r I z a t I  o n )  t h i s  I s  s i m p l y  m u l t i p l i e d  w i t h  an s - q u a r k  

c r e a t i o n  o p e r a t o r  w i t h  th e  same s p i n  as  th e  lam bd a -  s p i n  up  i n  

o u r  c a s e .  C o l o u r  a n t i s y m m e t r y  I s  o b t a i n e d  by  s i m p l y  p e r m u t i n g  th e  

c o l o u r s  amo ng s t  th e  3  q u a r k s  , p i c k i n g  up a  f a c t o r  o f  -3 f o r  eac h  

p e r m u t a t i o n .  U s i n g  t h e  a n t i s y m m e t r y  o f  Q u n d e r  c o l o u r  ex ch an ge  

t h i s  can  be w r I t t e n



=  l /Z S ’ C qJ 0 ( 1 2 > * 1 <3> + G0T0 ( 3 i ) s j < 2 )  +

C d e n o t e s  a c y c l i c  p e r m u t a t i o n  o f  th e  c o l o u r  l a b e l s .

I l l )  P r o t o n

The p r o t o n  c r e a t i o n  o p e r a t o r  can  now be c o n s t r u c t e d  a l o n g  th e  

same l i n e s .  A  d l f f e r r n t  s t r u c t u r e  a r i s e s ,  h o w e v e r , b e ca u se  t h e r e  

I s  n o t  an y  p a r t i c u l a r  p a i r  o f  o p e r a t o r s  w h i c h  i s  c o u p l e d  t o  a 

de-f I n I t e  s p i n  o r  ( s os p  I n . Hence we a r e  f a c e d  w i t h  t e r m s  o f  th e

I / * . . . . -
I i / 2 m ( > Qs  Ms T M r < 1 2 )q t  O )

w h e re  Q I s  a g a i n  a  t w o - q u a r K  o p e r a t o r  uih I ch m u s t  be c o n s t r u c t e d  

u n d e r  th e  c o n d i t i o n  t h a t  S + 7 = e v e n .

Now we w o u l d  e x p e c t  t h a t ,  / n d i r e c t  a n a i o g y  t o  th e  a b o v e , we 

s h o u l d  fo r m  a  I I n e a r  s u p e r p o s i t i o n  o f  su ch  t e r m s  w i t h  t h e  c o l o u r  

i n d e x  c y c l i c a l l y  p e r m u t e d :

< p f =  C G ) J \ :1 2 ) q f ( 3 ) ]  + CqJt < 2 3 ) q T ( i > ]  + CQ C 2> :

<wi  t h  eac h  t e r m  c o u p l e d  t o  ms==m̂ = 1 / 2  as  a b o v e . )

The  f a c t  t h a t  we a r e  now d e a l i n g  w(  t h  i ^ n t : r a l  p a r t i c l e s  i n  th e  

same s p a t i a l  s t a t e ,  h o w e v e r .  l e a d s  t o  a  r e m a r k a b l e  

s l m p l I f I  c a t  I o n . The  s p i n  an d  I s o s p i n  may bs  r e c o u p l e d  a s  f o l t o w s s  

tcit < n a | T < 2 3 )] 'J ; ’\ .  ♦

 _________________           1 / 2  1 / 2  S '

S'T i / 2  J / 2  S

1 / 2  1 / 2  T '

"  S / .

Hence I t  f o l l o w s  t h a t  a l l  t h r e e  t e r m s  ca n  be w r i t t e n  In  t e r m s  o f

< p t > =  [Q <ST< i2 > q t ( 3 ) ] m _ + 2 l  ^ 1 7 7 7 2 8 ^ y ^ r + T v i F T T  
T =1 ms mk s 'r



l / Z i ?  C-2 d

The e x p a n s i o n  o f  s c a t t e r i n g  wave  f u n c t l

a p p r o p r I  a t e  

o f  th e  ph aset r u n c a t i o n .  Be c au se  o f  th e  s t r o n g  r e s o n a n t  be ha v I

th e  T=0  c a s e , wh i ch

C o n s t r u e t I n g

t h e  p r o t o n

a s y m p t o t I c  r e g i o n  ( I . e .  f o r  l a r g e  R ) . H ow e ve r ,  i n  o u r  t w e - c e n t r  

o s c i l l a t o r  d e s c r i p t i o n  t h i s  g r o u n d  s t a t e  i s  d e g e n e r a t e  ( s e e  f i g .

g r o u n d  s t a t e s

T h i s  d e g e n e r a c y  I

assume t h a t  t h e  o t h e r  qu an tu m  nu mbe rs  ( m y  ai 

e x c e p t  when an e x p l i c i t  s t a t e m e n t  t o  th e  c o n t r

i e * .



be seen I n  f i g .  2 ,  t h e  sum o f  wave  f u n c t i o n s  0 and  1 w i l l  g i v e  a 

wave  - f u n c t i o n  w h i c h  i s  l o c a l i z e d  on th e  r i g h t  h a nd  s i d e  o f  th e  

c e n t r e  a s y m p t o t i c a l l y ,  w h i l e  th e  d i f f e r e n c e  b e tw ee n 0 and  1 i s  

t o t a l l y  l o c a l i z e d  on th e  l e f t  h a nd  s i d e  o f  th e  c e n t r e .  T h e r e f o r e  

a  p r o d u c t  o f  sums o f  wave  f u n c t i o n s  w i l l  g i v e  u s  th e  a p p r o p r i a t e  

p a r t i t i o n i n g }  f o r  a Kaon on th e  l e f t  ha nd  s i d e  and  a  p r o t o n  on 

th e  r i g h t  ha nd  s i d e  we w o u l d  w r i t e  t h e  t o t a l  wave f u n c t i o n  as  

( s u p p r e s s i n g  a l l  o t h e r  1a b l e s )

T  =  £<»0 + # l ><U0 +Ul >> ^ d Q - d j X U y - V l j X U g - U , ) } .  

u , d and  s  now r e p r e s e n t  th e  r M e v * n t  w ave  f u n c t i o n s ;  th e  

s u b s c r i p t s  d e n o t e  t h e  v a l u e  o f  p o f  th e  wave  f u n c t i o n  a t  z e r o  

s e p a r a t i o n .  I f  we now r e p l a c e  th e  wave f u n c t i o n s  ab ove  b y  t h e  I r  

r e s p e c t i v e  s e c o n d  q u a n t i z e d  c r e a t i o n  and  a n n i h i l a t i o n  o p e r a t o r s  we 

o b t a i n  th e  p a r t i t i o n e d  s y s te m  w i t h  f u l l  a n 1 1 s y m m e t r y .

V

F i g .  2 i The d e g e n e r a c y  o f  th e  g r o u n d  s t a t e  f o r  l a r g e  z Q i s

u t i l i s e d  t o  s e p a r a t e  th e  Kaon and  p r o t o n .

I n  summary  t h e n , we s h a l l  i n c l u d e  t h r e e  c h a n n e l s  i n  o u r

c a l c u l a t  i o n :

1 0 >“ < K ) } e <P ) r | < O ' S >

J 1 > , I2>=1 amb da  In  a p p r o p r i a t e  s t a t e  o f  e x c i t a t i o n

( w h e r e  th e  s u b s c r i p t s  1e an d  r i  d e n o te  t h a t  th e  c o n s t i t u e n t

2?



q u a r k s  a r e  a s y m p t o t i c a l l y  on th e  i e - f t  an d  r i g h t  ha nd  s i d e s  

r e s p e c t i v e l y  b e f o r e  an t  i symme t r  i z a t  i on 3 I D.S> d e n o t e s  t h e  • f i l l e d  

D i r a c  s e a , )

4 .  S t a t e s  i ; . e l u d e d  i n  c a l c u l a t i o n

The  e x c i t e d  s t a t e s  o-f t h e  lam bd a w h i c h  a r e  g o i n g  t o  be i n c l u d e d  

i n  t h e  c a l c u l a t i o n  m u s t  now be  sp e c  i *  l e d  e x p l i c i t l y .  The  s p e c t r u m  

o f  1=0 ,  s = i / 2  lam bd as  i s  i n d i c a t e d  [ n t a b l e  1 . We c an  t n u s  see

t h a t  we a r e  i n t e r e s t e d  i n  m o d e l l i n g  th e  f i r s t  and  s e c o n d  e x c i t e d  

s t a t e s  o f  a p p r o p r i a t e  s p i n .

Each o f  th e  f i r s t  tw o  e x c i t e d  s t a t e s  w i l l  be m u l t i p l y  d e g e n e r a t e  

( a n y  o f  t h e  t h r e e  q u a r k s  may  be e x c i t e d )  i f  we t a k e  th e  mas s  o f  

th e  lambd a t o  s te m  o n l y  f r o m  t h e  q u a r k  e n e r g i e s .  By  r e a l i s i n g  

t h a t  t h e  i n t e r - q u a r k  i n t e r a c t i o n  e n e r g y  w i l l  a l s o  be an i m p o r t a n t  

c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  mass  i t  i s ,  h o w e v e r , p o s s i b l e  t o  a r g y e  w h i c h  

a r r a n g e m e n t  w i l l  ha ve  th e  l o w e s t  mass  and  w i l l  t h e r e f o r e  

r e p r e s e n t  th e  f i r s t  e x c i t e d  s t & t e . S i n c e  th e  lambda w i l l  be 

r e s t r i c t e d  t o  s h a p e s  w h i c h  a r e  a l m o s t  s p h e r i c a l  ( t o  m i m i c  c o l o u r  

c o n f i n e m e n t )  t h i s  a r g u m e n t  w i l l  be b a se d  on th e  s p h e r i c a l  M IT  £43 

r e s u l t s .  We n o t e  t h a t

- t h e  m os t  I m p o r t a n t  c o n t r i b u t i o n  t o  th e  i n t e r a c t i o n  e n e r g y  i s  th e

m a g n e t i c  e n e r g y ;  i t  i s  o f  th e  f o r m  C 0"|. 9^  , w i t h  C a  p o s i t i v e

c o n s t a n t .

- C  w i ! !  d e pe nd  on  th e  mas s  o f  th e  q u a r k s  i n v o l v e d  i n  t h e  

i n t e r a c t i o n -  i t  i s  max im a l  f o r  m a s s l e s s  q u a r k s .  A l t h o u g h  we mode l  

a l l  t h e  q u a r k s  as  b e i n g  m a s s l e s s ,  i t  i s  known t h a t  th e  s t r a n g e  

q u a r k  In  f a c t  ha s  a mass  o f  a b o u t  200 MeV C 4J ,

- F o r  th e  u a n d  d  q u a r k  i n  a s p i n  z e r o  s t a t e  we have <7^. ( f y = - 3  and

CTS . < ^ + ^ > = 0 1 i f  th e y  hav e  s p i n  one  we have and

% >  =



Lambdas

1405  801 

1520 003  

1600 P01 

1670 SOI 

1690 DOS 

1900  SOI 

1800 P01 

1820 F05  

1830 DOS

Sigma s

1385 PI  3 

1580 D13

1660 P U  

1670  D13

T a b l e  1 : E x c i t e d  s t a t e s  o-f t h e  s i g m a  an d  l a m bd a.  1670 D13 means  

a r e s o n a n c e  a t  1670  MeV w i t h  a n g u l a r  momentum 1=2 

( I . e .  D - w a v e ) , i s o s p i n  T = i  an d  t o t a l  s p i n  J = 3 / 2 .



be tw ee n mass  and  m a g n e t i c  e n e r g y  i

q u a r k . On t h e  o t h e r  ha nd  a mor e  d e t a i l e d  kn o w l e d g e  o f  

ve  m a g n i t u d e s  o f  th e  v a r i o u s  c o n t r i b u t i o n s  t o  th e

in  th e  g r o u n d  s t a t e .

B o th  th e s e  s t a t e s  hav e  i y = 0  ( a n d  he nce  m y = 0 ) ; any  e x c i t a t i o n  o f

go od  a n g u l a r  momentum 

m p l i n g  t o  go od  angu

e i g e n f u n e t l o n s  

th e  s p h e r i c a l

d e g e n e r a c y  o f  

h o w e v e r ,  t h a t

a n g u l a r  momentum.

A .  The  o p e r a t o r s  d / d R  and  d /d R '

l o t e  t h a t  th e  op<

q u an tu m  nu m be rs .

t h r o u g h  t h e  p l a n e  2= 0 . As



w i l l  be  r e c a l l e d ,  t h i s  i s  a go od  qu an tu m  number  ■for th e  i n t r i n s i c  

s t a t e s ;  be ca u s e  th e  two  o p e r a t o r s  a f f e c t  o n l y  th e  p a r a m e t r i c  

v a r i a b l e s ,  t h i s  w i l l  r e m a i n  un ch a n g e d .

F u r t h e r  we remember  t h a t  d / d R  i s  a s i n g l e  p a r t i c l e  o p e r a t o r i  

d ^ / d R ^  i s  a c o m b i n a t i o n  o f  one and  tw o  p a r t i c l e  o p e r a t o r s .  The  

r e q u i r e d  m a t r i x  e l e m e n t s  a r e  now c a l c u l a t e d  as  f o l l o w s :

- t h e  g e n e r a )  f o r m  o f  eac h  p a r t i c l e  ( d i s r e g a r d i n g  s p i n ,  c o l o u r  and  

s p a t i a l  qu an tu m  nu m be rs )  i s  I n s e r t e d  i n t o  th e  a p p r o p r i a t e  s t a t e

> <u' u ' d '  ) I Di r a c  s e a )

v e c t o r ; so  f o r  o< =  0 we i

■ S . .

The o p e r a t o r s  a r e  t h e n  i n s e r t e d  b e tw ee n t h e s e  s t a t e  v e c t o r s ,  and  

t h e  c o n t r a c t i o n s  c a r r i e d  o u t .  T h i s  w i l l  g i v e  r i s e  t o  r e s t r i c t i o n s  

on th e  c o l o u r s  and  s p i n s  o f  th e  p a r t i c l e s  t o  o b t a i n  p r o p e r  

m a t c h i n g .

- t h e  f u l l  a n 11s y m m e t r 1 z e d  fo r m  o f  th e  o p e r a t o r  c o r r e s p o n d ! n g  t o  

eac h  p a r t i c l e  i s  t h e n  c o n s i d e r e d  t o  c a l c u l a t e  th e  s p e c t r o s c o p i  c 

f a c t o r  o f  eac h  such  c o n t r a c t i o n ,  i . e .  t h e  f r a c t i o n  o f  th e  p r o d u c t  

s t a t e  v e c t o r  w h i c h  ha s  m a t c h i n g  c o l o u r  an d  s p i n .  T h u s  we s h a l l  

a l s o  f i n d  w h i c h  s p a t i a l  s t a t e s  a r e  i n v o l v e d  in  eac h  d i a g r a m .

T he se  s t e p s  w i l l  now be  t a k e n  i n  t u r n .

N o n - v a n i s h i n g  c o n t r a c t i o n s

The d i a g r a m s  c o n n e c t i n g  th e  v a r i o u s  c h a n n e l s  v i a  th e  one  p a r t i c l e  

o p e r a t o r s  a r e  g i v e n  i n  t a b l e  2 ;  t a b l e  3 l i s t s  th e  same f o r  t w o -  

p a r  t  i c l  e o p e r a t o r s .

. A - . T . J h a .



T a b l e  2 s N o n - v a n i s h I n g  d i a g r a m  f o r  one  b o d y  o p e r a t o r . I t  o c c u r s  

t w i c e !  th e  u can  an nh I  1 a t e  w i t h  e i t h e r  u i n  th e  

p r o t o n .

T a b l e  3 : N o n - v a n i s h i n g  d i a g r a m s _ f o r  tw o  b o d y  o p e r a t o r .  Each

a> l / ( 2 / T ) ( < O O I d ^ R l T l )  + ( I 0 l d 2R i r t )  -  ( 0 0 l d 2 R i 6 l )  -  < Z O Id 2RIOZ> 

- < 0 1 l d 2R l T l >  -  ( l l i d 2 R l T l )  + ( 0 1 1d2 R I 5 l ) + ( 1 1 l d 2 R I 0 1 ) >

b)  an d  c )

l / ( 2 V T » ( < O O I d 2 RlTO)  -  ( 1 0 l d 2 RlTO)  -  ( 0 1 : d 2RlTo> + < 1 1 | d 2 RlT0 > 

+ < 0 0 1d2R10 0 )  -  ( 1 0 l d 2 R l 6 0 > -  ( O i l d 2 R I 00 )  + < l l l d 2 R l5 o >>

T a b 1e 4 i E x p a n s i o n s  o f  d i a g r a m s  in  t a b l e  2 f o r  f i r s t  e x c i t e d  

la m bd a.  The e x p a n s i o n  w i t h  th e  s e c o n d  e x c i t e d  lambd a 

i n v o l v e s  s i m i l a r  e x p a n s i o n s  w i t h  Of——M  In  t h e  l a m b d a .

d i a g r a m  o c c u r s  f o u r  t i m e s t  t h e  i n t e r a c t i o n  can  

i n v o l v e  e i t h e r  u q u a r k  in  t h e  p r o t o n  and  th e  s e co nd  

o r d e r  e x p a n s i o n  g e n e r a t e s  each  t o p o l o g i c a l l y

d i s t i n c t  d i a g r a m  t w i c e .



M a t c h i n g  c o e f f , c I e n t s

The  d i a g r a m  shown in  f i g .  3 <wh i ch o c c u r s  

<0 1 d ^ / d R ^ I 1>)  w i l l  be c o n s i d e r e d  i n  d e t a i l  h e r e ; 

o t h e r  d i a g r a m s  f o l l o w  i n  s i m i l a r  f a s h i o n .

d

F i g .  3  : Exa mp le  o f  d i a g r a m  c o n n e c t i n g  th e  i n c o m i n g  ch a n n e l  t o

th e  f i r s t  e x c i t e d  l a m bd a.

i n i t i a l l y  we t a k e  th e  q u a r k s  i n  th e  kaon  t o  have  a p a r t i c u l a r  

c o l o u r  -  s a y  i .  I n  f i g .  3 we see  t h a t  th e  s - q u a r k s  i n  th e  kao n  

and  lam bd a m us t  hav e  t h e  same c o l o u r  and  s p i n .  T h i s  means  t h a t  

o n l y  th e  p a r t  o f  th e  kao n  s t a t e  v e c t o r  w h i c h  ha s  t h e  s - q u a r k  In  

th e  s p i n - u p  s t a t e  c o n t r i b u t e s  ( t h e  s q u a r k  i n  t h e  lam bd a h a s  s p i n  

u p ) ; he nce  t h e  a n t i - u p  m u s t  be s p i n  do w n.  F u r t h e r m o r e ,  th e  u and  

d  i n  th e  lam bd a a r e  c o u p l e d  t o  s p i n  0 , I s o s p l n  0 } t h e r e f o r e  o n l y  

t h e  p a r t  o f  th e  p r o t o n  wave  f u n c t i o n  w h i c h  a l s o  ha s  t h e s e  qu an tu m  

nu m be rs  I s  c o u p l e d  t o  t h e  lam bd a.

A d d i n g  up  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  th e  wave  f u n c t i o n s  w h i c h  s a t i s f y  

t h e s e  c o n d i t i o n s  we a r r i v e  a t  a  w e i g h t  o f  - 1 / 3  ( w h e r e  th e  f a c t  

t h a t  th e  a n t  I - u p  q u a r k  can  c o n t r a c t  w i t h  e i t h e r  up i n  t . i e  p r o t o n  

h a s  c o n t r i b u t e d  a f a c t o r  2 ) ;  b u t  t h i s  I s  t r u e  f o r  eac h  o f  th e

in  c o n t r a c t i n g  

r e s u l t s  f o r  th e



t h r e e  p o s s i b l e  c o l o u r s  o f  th e  s - q u & r k  so  t h a t  th e  c o e f f i c i e n t  f o r  

t h i s  d i a g r a m  i s  - I . f u r t h e r m o r e  t h e r e  a r e  two  t o p o l o g i c a l l y  

e q u i v a l e n t  c o n t r a c t i o n s  w h i c h  can  g i v e  r i s e  t o  t h i s  d i a g r a m .  

Hence  t h i s  d i a g r a m  i s  e v e n t u a l  1y  a c c o m p a n i e d  by  a f a c t o r  o f  - 2 .

The  s p a t i a l  l e v e l s  o f  th e  p a r t i c i p a t i n g  q u a r k s  m u s t  now be 

c o n s i d e r e d .  We l e t  th e  s u b s c r i p t  1e d e n o t e  a  q u a r k  w h i c h  i s  on 

t h e  l e f t  ha nd  s i d e  a s y m p t o t 1c a l 1y  ( s e e  I V . 3 )  so  t h a t  e . g .

s ]e  =  l / Z f  <s0 + s t > . . . < 8 a>

( t h e  s u b s c r i p t s  0 an d  1 r e f e r  t o  th e  v a l u e  o f  th e  qu an tu m number

p a t  2q—0 j he nce  0 r e p r e s e n t s  th e  l o w e s t  s y m m e t r i c  l e v e l  and  1

th e  l o w e s t  a s y m m e t r I r ) . S i m i l a r l y

s r , =  1/ / ?  ( s 0 -  S j ) .  , . , ( 8 b>

I n  t h i s  n o t a t 1 on 

K"  ■  ' * 1.  “ i . 1

We t h e r e f o r e  f i n d  t h a t  i f  we c o n t r a c t  th e  o p e r a t o r s  c o r r e s p o n d i n g  

t o  t h e s e  p a r t i c l e s  u n d e r  th e  a s s u m p t i o n  t h a t  th e  n e c e s s a r y  s p i n  

and  c o l o u r  m a t c h i n g  h a s  a l r e a d y  been  done  we o b t a i n  th e  f o l l o w i n g  

c o m b i n a t i o n  o f  m a t r i x  e l e m e n t s !  

l / ' < 2 / 2' x < 0 0 l d 2R i r >  + (101 d 2R l T l ) -  <0 0 l d 2 R l 0 1 > -  ( 1 0 t d 2 R I 0 i> 

- ( 0 1 1 d 2R l T l )  -  (111 d2 RI T 1 > + ( O i l  d 2 RI 01 > + ( U l d 2 R l 0 n >

T h i s  I s  now m u l t i p l i e d  by  th e  f a c t o r  - 2  d e r i v e d  a b o v e .

The  e x p a n s i o n s  o f  o t h e r  d i a g r a m s  a r e  l i s t e d  i n  t a b l e  4 .

The  m a t r i x  e l e m e n t s  I n d i c a t e d  by  th e  ab ove  c a l c u l a t i o n  ca n  now be 

c a l c u l a t e d .  We s h a l l  c o n s i d e r  p a r t  I c l  e - p a r 1 1  c l e  an d  pa r11  c l e - h o l e  

m a t r i x  e l e m e n t s  s e p a r a t e l y .



a ) p a r t  i c I  e - p a r t  I c l e  m a t r i x  e l e m e n t s

C o n s i d e r  th e  o p e r a t o r  d / d R ,  The  s i n g l e  p a r t i c l e  m a t r i x  e l e m e n t  

< s , p , m . e . )  F 12* < I l d / d R I 2 >  can  be w r i t t e n  as  ( a s s u m i n g  a l l

p a r t i c l e s  t o  be m a s s ! e s s )

We s u b s t i t u t e  - fo r  p 2  <= - V 2 > ^  • from t h i s .  A l s o ,  R=2Zg. He n ce :

Hence  t h i s  d e p e nd s  on Zq In  5  w ay s  I . e .  In 

- t h e  n o r m a l i s a t i o n  c o n s t a n t  C2 

- t h e  In de x  p 2

-  0(2 In  t h e  a r g u m e n t  o f  th e  p a r a b o l i c  c y l i n d e r  - f u n c t i o n  Dp 

- z 0 i t s e l - f  i n  th e  a r g u m e n t  o f  t h i s  - f u n c t i o n  

- o ( 2 in  th e  r a d i a l  - f u n c t i o n  h n m

A s  shown In  a p p e n d i x  4 ,  6he I n t e g r a l s  o v e r  th e  r a d i a l  v a r i a b l e  p  

can  be done  a n a l y t I c a l 1y .  The  I n t e g r a l s  o v e r  z hav e  t o  be done  

n u m e r i c a l l y ,  h o w e v e r .

The  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  - fo r  i s  1

< V 2 -  ^ k 3 C U z l - z 0 ) 2 + y> 2 3 + E 2 2 > =  0

(j>2  =  ( l / / ? T T ) C 2 e ' ^ D p [  2 <^< I z I - z Q) ]h,



I n  - f i g ,  4 th e  r e s u l t s  o f  t h e s e  c a l c u l a t i o n s  a r e  shown . F i g .  5 

c o n t a i n s  r e s u l t s  f o r  th e  s . p . m . e ' s  o f  d ^ / d R ^ , w h i c h  a r e  

c a l c u l a t e d  i n  s i m i l a r  f a s h i o n .

b> p a r 11d  e - h o l e  m a t r i x  e l e m e n t s

The m a t r i x  e l e m e n t s  F j 2= < 1 i d / d R I 2 >  a r e  c a l c u l a t e d  u s i n g  th e  

c h a r g e  c o n j u g a t i o n  o p e r a t o r  C : C =  i ^  a n d  *fc -  C ' J  w i t h  ^  th e

c h a r g e  c o n j u g a t e  b i s p i n o r  o f  ^  . T h e r e f o r e

F 12 - /

-Jd 3 x C</>f <

o  io; > r

(w h e r e  

m a t r i  cei

u s e d  th e  s t a n d a r d  r e p r e s e n  t a t  i o

i -  d  ^ 2
dR 6t  i z

o f  th e  D i r a c

F i g s .  6  an d  ?  show t h e  v a l u e s  o f  t h e s e  m a t r i x  e l e m e n t s  as  w e l l  as  

th e  p a r t  i c l  e - a n t  i pa r11  c l e  m a t r i x  e 1em e nt s  o f  d 2/ d R 2 as  a  f u n c t i o n  

o f  th e  s e p a r a t i o n  v a r i a b l e  R.

B.  G l uo n  i n t e r a c t i o n  

The H a m i l t o n i a n  o f  th e  g l u o n  I n t e r a c t i o n  can  i n  g e n e r a l  be 

w r i t t e n  a s  E6 ]

H0LUON ra a ( X ' 7 a )  *  t> ( & ; • < %  } ( A ,  - X )  +  c  (0»*  C ^ e j ^ X - X ) -  ■ - <14)  

S i n c e  we hav e  i g n o r e d  t h e  i n t e r a c t i o n  be tw ee n q u a r k s  in  

c o n s t r u c t i n g  e . g .  o u r  i n t e r m e d i a t e  s t a t e s ,  and  s i n c e  t h i s  

i n t e r a c t i o n  i s  s p i n - d e p e n d e n t ,  we m us t  s u p p r e s s  th e  s p l n -  

de pe nd en ce  in  ( 1 4 )  t o o  i n  o r d e r  t o  r e t a i n  a s en s e  o f  c o n s i s t e n c y .  

So t h i s  p a r t  o f  t h e  H a m i l t o n i a n  i s  s i m p l y  t a k e n  t o  be

h g l u o n  =  A  A, • K  . . . 1 1 5 )

Now i t  i s  ea sy  t o  p r o v e  [4 1  t h a t  t h e  e f f e c t  o f  A . A , o n  a c o l o u r
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s i n g l e t  b a r y o n  I s  t o  m u l t i p l y  th e  wave  f u n c t i o n  by  - 8 / 3 .  We 

t h e r e f o r e  c a l c u l a t e  t h e s e  m a t r i x  e l e m e n t s  J u s t  as  we d i d  

p r e v i o u s l y  w i t h  tw o  body  m a t r i x  e l e m e n t s ,  and  e v e n t u a l  1y  m u l t i p l y  

o u r  r e s u l t  b y  - 8 / 3  i n s t e a d  o f  3 .

We d i d  n o t  c a l c u l a t e  th e  c o u p l i n g  be tw ee n t h e  two  l a m b d a s :  t h i s

r e p r e s e n t s  a h i g h e r  o r d e r  e f f e c t  < t h a t  i s  i n c o m i n g  ch a n n e l  — &

1ambdaI <— » 1ambda2 . >

6 .  S o l u t i o n  o f  th e  c o u p l e d  e q u a t i o n s

A t  t h i s  s t a g e  we s h o u l d  a g a i n  s t r e s s  t h e  c r u d e n e s s  o f  o u r  mo d e l s  

I > o u r  p h e n o m e n o lo g i c a l  bag  model  i s  no  more  th a n  a  c o n v e n i e n t  

t o o l  5 f o r  i n s t a n c e ,  th e  f a c t  t h a t  th e  p a r t i c l e  and  a n t i p a r t i c l e  

s t a t e s  a r e  n o t  o r t h o g o n a l  shows t h a t  t h i s  i s  n o t  a  v e r y  e x a c t  

m o d e l .

i i ) eve n  " b e t t e r "  bag  m o d e l s  l i k e  t h e  M I T - b a g  r e q u i r e  o t h e r  

c o r r e c t i o n s  -  e . g .  f o r  s p u r i o u s  c e n t r e - o f - m a s s  m o t i o n .  T h i s  ha s  

been  n e g l e c t e d .

i i i )  we a r e  u s i n g  a s e r i o u s l y  t r u n c a t e d  b a s i s  t o  e x p an d  th e

s c a t t e r i n g  wave  f u n c t i o n .

i v )  th e  B o rn -O pp en he  imer  a p p r o x i m a t i o n  i s  b e i n g  em p lo ye d .

v )  t h e  g l u o n  I n t e r a c t i o n  i s  i n t r o d u c e d  i n  th e  f o r m  o f  f r e e

p a r a m e t e r s !  eve n  t h e n  t h i s  i s  o n l y  I n c l u d e d  t o  f i r s t  o r d e r .

v  i ) th e  h a d r o n s  a r e  assumed t o  be p u r e  t h r e e  q u a r k  o r  q u a r k -  

a n t  i q u a r k  s t a t e s .

v I I ) th e  r e l a t i v e  wave  f u n c t i o n  i s  t r e a t e d  n o n - r e l a t  I v i s t i c a l 1y .

T h e r e f o r e  we s h o u l d  o b v i o u s l y  n o t  t r u s t  ■ 

b u t  b r o a d  o u t l  i n e .

r e s u l t s  In  a n y t h I n g

Hence i t  was  d e c i d e d  t h a t  s o l v i n g  t h e  s e t  o f  c o u p l e d  e q u a t i o n s



t h e i r  ‘•■ fu l l  s p l e n d o u r u w o u l d  n o t  be in  K e e p i n g  w i t h  th e  s p i r i t  o4 

th e  r e s t  o f  th e  w o r k .  The  f o l l o w i n g  s i m p l i f i c a t i o n s  w er e  

s u b s e q u e n t l y  m ad e:

i ) a l l  p o t e n t i a l s  w e r e  s e t  eq ua l  t o  z e r o  o u t s i d e  a j o i n i n g  r a d i u s  

Ra $ i n s i d e  t h i s  t h e y  w e r e  r e p l a c e d  by  t h e i r  a v e r a g e  v a l u e s  f o r  

R<Ra - Ra  was  c h o s en  t o  o p t i m i s e  th e  s i m i l a r i t y  be tw ee n t h e  s q u a r e  

w e l l  a p p r o x i m a t i o n  an d  th e  t r u e  p o t e n t i a l s ,  

i i > th e  Cou lomb p o t e n t i a l  was  s i m p l y  i g n o r e d .

i i i )  c o l o u r  c o n f i n e m e n t  o f  th e  l a m b d a / s ig m a  s t a t e s  was  e n s u r e d  by  

s i m p l y  e r e c t i n g  an e x t r e m e l y  h i g h  s q u a r e  w e l l  p o t e n t i a l  a t  th e  

j o i  n i ng  r a d i u s .

F u r t h e r m o r e , a  c o n s t a n t  i m a g i n a r y  p o t e n t i a l  was  ad de d  t o  th e  

Bo rn -O pp en he  imer  " p o t e n t i a l "  E i n  ' 1 1 1 . 6 ) t o  s i m u l a t e  t h e  e f f e c t  

o f  b a c k g r o u n d  ( n o n - r e s o n a n t )  s c a t t e r i n g  i n t o  c h a n n e l s  t h a t  a r e  

n o t  i n c l u d e d  i n  th e  c a l c u l a t i o n  e x p l i c i t l y .

Now t h e  p r o b l  err i f  s o l v i n g  th e  N c o u p l e d  e q u a t i o n s  can  be  r e d u c e d  

t o  a m a t r i x  e i g e n v a l u e  p r o b l e m  as  f o l l o w s  :

I I I . <5 can  be w r i t t e n  as

W+FW+GW=0 , .  1<S)

w he re  Id i s  a co l u mn  m a t r i x  o-f s i z e  N w i t h  e n t r i e s  th e  e x p a n s i o n  

c o e f f i c i e n t s  w o f  I I I . S t

uT«

By c o m p a r i n g  ( 1 7 )  and  < 1 1 1 .6 )  ■ 

F * . *  =  < trt'l d R l <*> j

t h a t  th e  g e n e r i c  e l e m e n t  o f



F a n d  S a r e  c o n s t a n t  NxN s q u a r e  m a t r i c e s  i n  t h e  l i g h t  o f  o u r  

s q u a r e  w e l l  a p p r o x i m a t i o n .

Th i s  i s  a  m a t r I x  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n

e q u a t i o n  w h i c h  m u s t  be  s o l v e d  s u b j e c t  t o  t h e

W(R = 0) =0  

W<R>R ) =

<N c o n d l t i o n s )  

- K . R  ,,
02 / 2 i k n

(N c o n d i t I o n s )

w h e re  k g 2 =  < E -  Eq)

and  Kk Z -  < £ «  - E )  , « *  0

E =  c e n t r e  o f  m as s  e n e r g y

S.  | =  3 - m a t r i x  e l e m e n t  f o r  i , J  op en  c h a n n e l s

I n  w r i t i n g  d e c a y i n g  e x p o n e n t i a l s  f o r  a l l  c h a n n e l s  o t h e r  t h a n  t h e  

i ncomi  n g ,  we h a v e  assu med  t h a t  t h e s e  c h a n n e l s  a r e  c l o s e d  ( E #  > E> . 

T h i s  i s  i n d e e d  t h e  c a s e  i n  o u r  c a l c u l a t i o n  -  b e c a u s e  o f  c o l o u r  

c o n f i n e m e n t  t h e  l a m b d a s  c a n n o t  p e n e t r a t e  i n t o  t h e  a s y m p t o t i c  

r e g i o n .  Hence S q ^ , Sgg  • • •  a r e  n o t  S - m a t r i x  e l e m e n t s ;  we c o n t i n u e  

t o  l a b e l  them  w i t h  S ,  h o w e v e r . T h e s e , a s  w e l l  a s  t h e  S - m a t r i x  

e l e m e n t  Sq q , a r e  o b v i o u s l y  f u n c t i o n s  o f  th e  e n e r g y  <E)  .

( 1 6 )  I s  now c o n v e r t e d  I n t o  a  s e t  o f  2N f i r s t  o r d e r  e q u a t i o n s  by  

w r  i 11ng

V=W . . . < 1 9 ) .

T h e r e f o r e



T h i s  sy s te m  i s  s o l v e d  by  m a k i n g  an e x p o n e n t i a l  a n s a t z :

M r

T h i s  g i v e s  us  2N e i g e n v a l u e s  , X , Xz,  . . • a n d  2N e i g e n v e c t o r s  -

V  * 2 " The  g e n e r a l  s o l u t i o n  f o r  W i s  th en

The a -"s  ca n  now be  f o u n d  b y  u s i n g  th e  2N b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  

( 1 8 ) .  T h i s  means  s o l v i n g  th e  m a t r i x  e q u a t i o n  ( w r i t i n g

(X,+KN >e

<Xfl k j > e ^ c  12

< V kn ) / i Scn 2

c t ( 2 N )

C2 (2 N )

CN<2N)

^ J T ' V 6 C1 (2N)  
( X j k 2 ) M 2 (2 N)

• N z e r o s ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  each w b e i n g  « 

a t  th e  o r i g i n  

—> i n c o m i n g  wave f o r  each o f  th e  

in c o m i n g  c h a n n e 1s



The s o l u t i o n  o f  ( 2 3 )  g l u e s  u s  a I , a2 , • • • a <2N)  '  F rom ( 2 2 '1 we t h u s

o b t a i n  W ( R ) , and  he nce  S0 0 , Sqj . . .  f r o m  <1 8 b ) .

7 .  R e s u l t s

I n  th e  f i n a l  c a l c u l a t i o n  th e  f o l l o w i n g  p a r a m e t e r s  a r e  f r e e :

- t h e  mass  o f  th e  k a o n - p r o t o n  sy s te m  when th e  tw o  ba gs  have f u s e d .  

We d o  n o t  e x p e c t  t h i s  t o  d i f f e r  to o  much f r o m  th e  sum o f  th e  f r e e  

Kaon and  p r o t o n  m a ss e s ;  on th e  o t h e r  ha nd  I t  w i l l  o b v i o u s l y  n o t

be i d e n t i c a l  t o  t h i s  sum be c au se  o f  th e  g l u o n  I n t e r a c t i o n .

- t h e  f r e e  masse s  o f  t h e  two  lam bd as  < t h a t  I s  th e  mass  as  I t  w o u l d  

be m ea s u r e d  i f  t h e  lambd a w e r e  a s t a b l e  p a r t i c l e ;  th e  w o r d  " f r e e "  

i s  u s e d  t o  d i s t i n g u i s h  t h i s  f r o m  t h e  p o s i t i o n  o f  th e  m ea s u r e d  

r e s o n a n c e ) . Be cau se  o f  th e  s t r o n g  c o u p l i n g  be tw ee n th e  v a r i o u s

c h a n n e l s  t h i s  w i l l  n o t  be i d e n t i c a l  t o  t h e  p o s i t i o n  o f  th e

o b s e r v e d  r e s o n a n c e .

- t h e  m a g n i t u d e s  o f  th e  g l u o n  I n t e r a c t i o n  m a t r i x  e l e m e n t s .

- a n  i m a g i n a r y  p o t e n t i a l  w h i c h  i s  r e q u i r e d  t o  m im i c  n o n - r e s o n a n t

s c a t t e r i n g  i n t o  c h a n n e l s  n o t  e x p l i c i t l y  i n c l u d e d  In  th e

c a l c u l a t  I o n .

T he se  p a r a m e t e r s  w er e  e s t i m a t e d  by  a d j u s t i n g  them u n t i l  

a p p r o x i m a t e  a g r e e m e n t  w i t h  th e  s c a t t e r i n g  a m p l i t u d e s  e x t r a c t e d  

f r o m  e x p e r i m e n t a l  d a t a  w as  o b t a i n e d .  S i n c e  th e  s c a t t e r i n g  

a m p l i t u d e  f o r  th e  s - w a v e  I s o s p i n  z e r o  c h a n n e l  h a s  been  e x t r a c t e d  

as  s u c h , t h i s  can  be done  s t r a i g h t f o r w a r d l y .

I t  t u r n s  o u t  t h a t  th e  g l u o n  c o u p l i n g  te rm s  a r e  q u i t e  d o m i n a n t ;  

t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  a r i s i n g  f r o m  t h e  o p e r a t i o n  o f  th e  k i n e t i c  

e n e r g y  o p e r a t o r  on th e  e i g e n s t a t e s  o f  th e  I n t r i n s i c  Ham 11 t o n  I&n 

a r e  e n t i r e l y  n e g l i g i b l e .



As  can  be see n  In  f i g .  5 th e  a m p l i t u d e  c a l c u l a t e d  In  t h i s  way  

m i m i c s  th e  m a i n  f e a t u r e s  o f  th e  e x t r a c t e d  a m p l i t u d e  f a i r l y  w e l l .  

T a b l e  S l i s t s  th e  v a l u e s  o f  th e  p a r a m e t e r s  w h I c h  r e s u l t  i n  t h i s

Be cau se  we hav e  cho s en  t o  i g n o r e  th e  s p i n  de pe nd en ce  o f  th e  g l u o n

i n t e r a c t i o n )  o u r  p a r a m e t r i z e d  c o u p l i n g  e l e m e n t s  can n o t  be 

c om p ar ed  t o  c a l c u l a t e d  m a t r i x  e l e m e n t s  f o r  s p h e r i c a l  ba gs

d i r e c t l y .  On th e  o t h e r  h a nd  we can  com pa re  th e  o r d e r s  o f

m a g n i t u d e  t h u s  o b t a i n e d :  V i o l ) i e r  £5 ]  f o u n d  th e  d i a g o n a l  g r o u n d

s t a t e  g l u o n  m a t r i x  e l e m e n t  t o  be a r o u n d  0 . 2  GeV; ou r  v a l u e s  a r e  

somewhat  s m a l l e r ,  as  I s  t o  be e x p e c t e d  f r o m  th e  f a c t  t h a t  th e  

m a t r i x  e l e m e n t s  n v o l v e d  i n  o u r  c a l c u l a t i o n  c o u p l e  p a r t i c l e  

s t a t e s  t o  a n t  I p a r  t i d e  s t a t e s .

The  f r e e  m as se s  o f  th e  e x c i t e d  lam bd as  a r e  i n t e r e s t i n g :  we f i n d

t h e  f i r s t  e x c i t e d  s t a t e , w h i c h  r e s o n a t e s  a t  a b o u t  1680 MeV t o  

ha ve  a f r e e  mass  o f  a b o u t  1300 MeV.  The  h i g h e r  l y i n g  lam bd a moves 

eve n  f u r t h e r : th e  r e s o n a n c e  a t  1800 MeV i s  due t o  a  s t a t e  w i t h

f r e e  mass  1380 MeV.  T he se  r e s u l t s  a r e  o f  c o u r s e  v e r y  i m p o r t a n t  i f  

one  w a n t s  t o  f i t  t h e  s t a t i c  p r o p e r t i e s  o f  th e  h a d r o n s  w i t h  some 

bag  m o d e l .



G l u o n  c o u p l i n g  e l  en ten te  i 

< 0 IH ei_ l i > =  0 . 0 2 7  GeV 

< 0 IH q l I 2>=  0 . 1 0  GeV

F r e e  mass es  o f  p a r t i c l e s ;

5 - q u a r k  s y s te m  : 1 . 4 1 0  GeV

F i r s t  e x c i t e d  l a m bd a:  1 . 3 0 0  GeV

Sec on d  e x c i t e d  l a m b d a :  1 . 3 8 0  GeV

I m a g i n a r y  p o t e n t i a l  w e l l  d e p t h i  0 . 0 7 5  GeV 

T a b l e  5  s P a r a m e t e r s  o b t a i n e d  In  - f i t  o f  s c a t t e r i n g  a m p l i t u d e s .



ENERGY (QCV1

F i g .  5a : I m a g i n a r y  p a r t  o f  s c a t t e r i n g  a m p l I t u d e : c a l c u l a t e d  and 

e x t r a c t e d  f r o m  e x p e r i m e n t a l  d a t a .



ENERGY (DEVI

F i g .  5b  i Rea l  p a r t  o-f s c a t t e r  I ng  a m p l i t u d e :  c a l c u l a t e d  and

e x t r s e t e c  f r o m  e x p e r i m e n t a l  d a t a .



V . CONCLUSION AND OUTLOOK

The w o r k  d e s c r i b e d  ab ove  i s  I n c o m p l e te  in  v a r i o u s  r e s p e c t s .  M os t  

I m p o r t a n t  i s  t h e  la c K  o f  Kn ow le d ge  a b o u t  t h e  g l u o n  m a t r i x  

e l e m e n t s .  T o  c a l c u l a t e  t h e s e  p r o p e r  1y  one w o u l d  s p e c i f y  th e  

r e s t r i c t i o n s  w h i c h  d e t e r m i n e  th e  g l u o n  e i g e n s t a t e s -  e . g .  t h a t

t h e y  s a t i s f y  th e  M IT  g l u o n  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a t  th e  " b o u n d a r y "  

o f  t h e  c o m b in e d  b a g ,  w he re  th e  b o u n d a r y  i s  d e t e r m i n e d  a s  i n  

c h a p t e r  1 1 . Then th e  g l u o n  e i genmodes  w o u l d  be c a l c u l a t e d  and  th e  

v a l u e s  o f  th e  r e q u i r e d  m a t r i x  e l e m e n t s  a s c e r t a i n e d  by  m a k i n g  a 

p e r t u r b a t  i ve e x p a n s i o n  ( a s  can  be done I n s i d e  th e  ba g  C 63 .>

A f u r t h e r  a s p e c t  t h a t  s h o u l d  be t r e a t e d  more  c a r e f u l l y  i s  th e

c a l c u l a t i o n  o f  t h e  h a d r o n  i c s t a t e  v e c t o r s .  T h e r e  i s  go od  r e a s o n  

t o  b e l i e v e  t i l l  t h a t  t h e  m e s o ns ,  f o r  I n s t a n c e ,  a r e  n o t  p u r e  

q u a r k - a n t l q u a r k  p a i r s ;  t h e  -g luon co m po ne nt  as  w e l l  as  th e  mu 1 1 / -  

<q u a r k -a n 1 1  q u a r k )  co m po ne nt  o f  th e  wave  f u n c t i o n  m i g h t  In  t h i s  

c a s e  n o t  be  n e g l i g i b l e .  A l s o ,  th e  d e s c r i p t i o n  o f  th e  e x c i t e d  

lam bd as  u s e d  in  t h i s  r e s e a r c h  m i g h t  w e l l  t u r n  o u t  t o  be i n c o r r e c t  

i f  t h e  s p e c t r o s c o p y  I s  done  in  more  d e t a i l  by  i n c l u d i n g  i n t e r ­

q u a r k  i n t e r a c t i o n s .

I t  I s  a l s o  o b v i o u s  t h a t  t h e  scheme o f  c o n f i n e m e n t  u t i l i s e d  h e r e  -  

th e  sum o f  eq ua l  am o un ts  o f  s c a l a r  and  t i m e l i k e  v e c t o r  p o t e n t i a l s  

-  I s  n o t  t o  be see n  as  a n y t h i n g  b u t  a  c o n v e n i e n t  m o d e l . The

e f f e c t  o f  th e  n o n - o r t h o g o n a l i t y  o f  th e  p a r t i c l e  and  a n t  I p a r t  i c l e  

s t a t e s ,  f o r  i n s t a n c e ,  s h o u l d  be I n v e s t i g a t e d .

On th e  p o s i t i v e  s i d e  a fe w  I n t e r e s t i n g  c o n c l u s i o n s  can  be made i  

- t h e r e  m i g h t  be a f u n d a m e n t a l  p r o b l e m  w i t h  n o n - s p h e r I c a i  MIT

- a n  o r d e r - o f - m a g n  i tudt.  e s t i m a t e  o f  th e  s i z e  o f  th e  R lu o n  m a t r i x



e l e m e n t s  ha s  been  o b t a i n e d .

- t h e  s t a t i c  masse s  o f  th e  e x c i t e d  l a m bd as ,  a s  op po s ed  t o  th e  

p o s i t i o n  o f  th e  r e s o n a n c e s  c a u s e d  by  them ,  h a s  been  e s t i m a t e d .  

S i n c e  t h i s  do es  d i f f e r  f r o m  t h e  s t a t i c  v a l u e  a p p r e c i a b l y  one 

c o n c l u d e s  t h a t  a t t e n t i o n  h a s  t o  be p a i d  t o  such  d y n am ic  a s p e c t s  

i f  one  w a n t s  t o  f i t  t h e  s t a t i c  p r o p e r t i e s  o f  th e  u n s t a b l e  h a d r o n s  

( w h i c h  a r e , a f t e r  a l l ,  m ea su r e d  in  s c a t t e r i n g  e x p e r i m e n t s . )  Th u s  

f a r  t h i s  a s p e c t  seems t o  hav e  been  I g n o r e d  £L-J.

F i n a l l y  th e  mere  f a c t  t h a t  t h i s  c a l c u l a t i o n  c o u l d  be c a r r i e d  o u t  

I s  o f  some I m p o r t a n c e ;  t h i s  m et h od  c o u l d ,  i n  a  more  r e f i n e d  f o r m ,  

be u s e f u l  In  a w i d e  v a r i e t y  o f  s i t u a t i o n s  I n v o l v i n g  th e  s t r o n g  

I n t e r a c t I  on



APPENDIX 1 s CUBIC M IT  BAG

We w a n t  t o  s o l  ve  t h e  D i r a c  e q u a t i o n  w i t h  th e  l i n e a r  M IT  fcx jn  . i - i r y  

e o n d i t  i on

<n i s  th e  i n w a r d  no rm a l  u n i t  v e c t o r )

s a t i s f i e d  on t h e  ed ge s  o f  a c u b e . To  t h i s  en d  we make th e  us u a l  

s e p a r a t i o n  o f  th e  q u a r k  b i s p i n o r  i n t o  two  s p i n o r s s  

^  =  (~ 5* 1  . .  . < 2 )

th e  c o u p l e d  e q u a t i o

o b t a i n  < by  o p e r a t i n g  i

an d  o b t a i n  f r o m  th e  D i r a c  e q u a t  

th e  s t a n d a r d  r e p r e s e n t a t i o n )

*  <E+m+V)X 

«  < £ - m - V >56 

I n s i d e  t h e  box  V =  0 ;

( 3 a )  and  u s i n g  ( 3 b )  )

( V 2* k 2 )s6 =  0 

w l th  k 2 =  £ 2 -m 2 .

S i m ! l a r l y s  

(V2 * k 2 ) X =  0

Hence  b o t h  co m p o n e n ts  o f  b o t h  <p and  X  a r e  s u p e r p o s i  t  

w av e s  w i t h  t h e  s i z e  o f  th e  wave v e c t o r  eq ua l  t o  k .  T h e r e f o r e ,  

g e n e r a M

o f  p l a n e

i t f k
d k  A ( k j e

^ / C £+ m)



= l/<e+m> / d 3k {A<lT)k +b<T?><k - i k  >>• *^ ‘ r 51. k 2 x y
i d 3k C A < k ) ( k „ + i K v > - B ( ' k ) k _ > e l l< ' r 
f f i . k  x y  z

We now c o n s i d e r  a s p e c i f i c  e d g e ; s a y  x=a  . Her e  th e  o u t w a r d  

no rm a l  i s

and  he nce

f o r  x = a  i a l 1 y  and  z on th e  f a c e  .

T h i s  r e q u i r e s  t h a t , f o r  a l l  k x , K and  k z h a v i n g  1k l = k

- l / < ? + m ) C A k z + B<kx - l k y )> =  B . . . < 7 a >

- i / < £ + m ) ( A ( k x + i k y ) -  Bkz > =  A . . . ( 7 b )

The  o n l y  s o l u t i o n  o f  t h i s  i s  t h e  t r i v i a l  s o l u t i o n !  t h e r e  e x i s t s

no  s o l u t i o n  t o  th e  c u b i c  bag  i f  th e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  C O i s

a d h e r e d  t o .

So t h e  l i n e a r  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  i s



APPENDIX 2 i TWO-CENTRE HARMONIC OSCILLATOR BAG

F o r  th e  t w o - c e n t r e  c as e  th e  s e a l a r  p a r t  o f  th e  p o t e n t i a l  

c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s )  i 

Ms c = < l / I S ) K 3 C < l z l - z 0 >2  + yo2 ) ]

and  t h e  t i m e  p a r t  v e c t r  r  p o t e n t i a l  i s ,  by  p r e s c r I p t  i o n ,

T h e r e f o r e  we g e t  f o r  th e  u p p e r  com po ne nt  o f  th e  s p i n  

co m po ne nt  o f  o u r  q u a r k  b i  sp i no r  

( V 2  -  « 4 C < l z l - z 0 >2 y> 2 ] + P2 > =0

« 4= ( l / 9 ) k 3 (£+m)  

and  P2= £ 2 -m2 ,

Now, i n  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s

The  s e p a r a t i o n  i s  e f f e c t e d  by  w r i t i n g

o = f  ( y o ) g< ip )h < z ) .

The  s e p a r a t e d  e q u a t i o n s  a r e

l i d '  d f  .  ,  hni  ?
 ---------- </> — ) -  #  y r ----------Z + -f = o
f  yo dyi y  dp /  f i l  >

d 2 g 2 
— s- * m g  =  0
d r

I d2 h -
-  —  -<x, < l z l - z c|) iZ + ( P ^ - j )  =  0

( w i t h ^  a s e p a r a t i o n  c o n s t a n t )

T h e r e f o r e

( = 0  , 1 , 2 »• i )

w her e  L™ i s  a r e d u c e d  L a g u e r r e  p o l y n o m i a l  o f  th e  I n d i c a t e

g < ip )= e lrY ?

. . . < ! ) ,  

eq ua l  t o

up t o p  

d o r d e r ,



<my=  . . . , - 1 , 0 , 1 ,   , Im ^ l  4 i y  >

h< z ) = D n [ / 2 c « I z l - z n > ] o r
P . . . ( 5 c )

h < z) = s g n < z > D p C / 2 o « I z I - Z q >  3

w i  t h  Dp a  p a r a b o l  i c  c y l i n d e r  • f u n c t i o n ,  p I s  t o  be f o u n d  f r o n t  th e  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  The  e q u a t i o n  i n  z i s  u n a f f e c t e d  b y  th e  

t r a n s f o r m a t i o n  z - >  - z . T h e r e f o r e  p a r i t y  w i t h  r e s p e c t  t o  t h i s  

t r a n s f o r m a t i o n  i s  a good  qu an tu m n u m b e r : th e  f u n c t i o n  m u s t  be

e i t h e r  even  o r  odd  u n d e r  t h i s  t r a n s f o r m a t i o n  ( t h e s e  b e i n g  

r e s p e c t i v e l y  th e  f i r s t  and  s e c o n d  s o l u t i o n s  in  ( 5 c ) ) .  F o r  h ( z ) 

and  i t s  d e r i v a t i v e  t o  be c o n t i n u o u s  a t  z»0  t h i s  r e q u i r e s  t h a t  

Dp t -Z Fr tZ Q]  =  0 ( o d d  p a r i t y )  o r  

D p C - y ^ Z y ]  =  0 ( e v e n  p a r i t y ) .

F i n a l l y  t h e  e n e r g y  o f  o f  such  a s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d  f r o m  th e

( E - m ) ( £ - tm > 1 / 2 =  k ^ C  ( 2 / 3 )  ( 2 i y  ♦ ♦ p < 3 / 2 )  3 . . . ( 7 )

N o te  t h a t  th e  Z g- d e p e n d e n ce  o f  th e  r e s u l t i n g  e i g e n v a l u e  £ = £ ( Z q )  

r e s i d e s  i n t h e  f u n c t i o n  p = p ( Z g ) .



APPENDIX 3 s ONE DIMENSIONAL SQUARE WELL SCATTERING

I n t r o d u c 1 1  on

The s c a t t e r  In g  o f  tw o  i n f i n i t e  1 - d i m e n s i  on a l  s q u a r e  w e l 1s w i l l  be 

c o n s i d e r e d .  Each ha s  w i d t h  2d ,  and  each  i s  assumed t o  c o n t a i n  a 

s  n g l e  p a r t i c l e )  th e  p a r t i c l e s  a r e  assumed t o  have th e  same m ass .

The c a l c u l a t i o n  w i l l  be b a s ed  on th e  B o rn - O pp en he  imer  

a p p r o x i m a t i o n )  c a l c u l a t i o n s  a r e  n o n - r e ! a t  I v i s t i c .

D u r i n g  th e  c o l l i s i o n  th e  2 p a r t i c l e s  a r e  assumed t o  c o - e x i s t  i n  a 

c o m b in e d  s q u a r e  w e ’ 1 .  I n  th e  c e n t r e  o f  t h i s  we i n s e r t  a 

f u n c t i o n  p o t e n t i a l  t o  s i m u l a t e  3 - d i m e n s l o n a l  s c a t t e r i n g ,  as  

f o l 1owss

F i g .  1 i The  s c a t t e r i n g  p o t e n t i a l  i s  assumed t o  be an i n f i n i t e  

s q u a r e  w e l l  w i t h  a  c e n t r a l  b a r r i e r )  th e  h e i g h t  o f  th e  

b a r r i e r  and  th e  w i d t h  o f  th e  s q u a r e  w e l l  a r e  f u n c t i o n s  

o f  t h e  s e p a r a t i o n  be tw ee n t h e  " b a g s " .



The s i 7 e  o f  th e  i n t e r i o r  p o t e n t i a l  was  c h o se n  a c c o r d i n g  t o

(max imum c r o s s - s e e t i o n a )  a r e a  o f  3D ba g)  -  ( c o n t a c t  a r e a )
£ l t a c t

» E ( a - d ) 2/ d 2 < 2 a d - a 2 >]

( w h e r e  th e  f a c t o r  i / d 2  e n n s u r e s  th e  c o r r e c t  d im en s

As  can  be see n  i n  f i g .  1 ,  th e  l e n g t h  o f  th e  c o m b in e d  w e l l  -  a -  

I s  r e l a t e d  t o  th e  d i s t a n c e  b e tw ee n th e  c e n t r e s  o f  t h e  " b a g s ' * ,  R, 

by

a = d + R /2 .  . , .<2>

One p a r t i c l e  was  cho se n  t o  be i n  th e  i o w e s t  , n e g a t i w e  p a r i t y  s t a t e  

<1~)  a n d  t h e  o t h e r  i n  t h e  l o w e s t  p o s i t i v e  p a r i t y  s t a t e , ( 1 * ) ;  no

t r a n s i t i o n  f r o m  th e s e  l e v e l s  was  a l l o w e d .

F o r  t h e  I n d i c a t e d  p o t e n t i a l  th e  e n e r g y  l e v e l s  a r e  g i v e n  i n  te rm s  

o f  th e  s i z e  o f  th e  s q u a r e  w e l l  and  th e  i n t e r i o r  p o t e n t i a l  b y  ( c f .  

F Iu g g e  £ 1 2 ] )

E r T ^ K  2/ < 2m) . . . ( * )

- k ^ a ^ n  f o r  even  p a r i t y  s t a t e s

~kn c o t < k n a>=i -£).  f o r  odd  p a r i t y  s t a t e s

U s i n g  t h i s  t h e  e n e r g y  l e v e l s  o f  th e  r e q u i r e d  s t a t e s  can  be 

c a l c u l a t e d  as  a f u n c t i o n  o f  th e  s e p a r a t i o n  R -  see  f i g .  2 .

T h e n ,  in  th e  B o rn - O p p e n h e Im e r  a p p r o x i m a t i o n ,  th e  e f f e c t i v e  

s c a t t e r i n g  p o t e n t i a l  i s  g i v e n  by

V(R>=1 E l ~ (R> -  E l 4 (R) 3 -  t  E1 - («®> -  E1 + (<*>) 3 . . . . ( 5 )

H i



p o t e n t i a l  was  cho s en  a c c o r d i n g  to

As  can  be seen i n  f i g .  1 ,  th e  l e n g t h  o f  th e  co m b in e d  w e l l  -  

i s  r e l a t e d  t o  t h e  d i s t a n c e  be tw ee n th e  c e n t r e s  o f  th e  " b a g s " ,

cho se n  t o  be i n  th e  1o w e s t  n e g a t I v e  p v * l t y  s t a t eOne p a r t i c l e

<Z- > an d  th e  o t h e r  i n  t h e  l o w e s t  p o s i t i v e  p a r i t y  s t a t e

F o r  th e  i n d i c a t e d  p o t e n t i a l  th e  e n e r g y  l e v e l s  a r e  g i v e n  in  te rm s  

o f  th e  s i r e  o f  t h e  s q u a r e  w e l l  and  th e  i n t e r i o r  p o t e n t i a l  b y  ( c f . 

F l u g g e  t l 2 ] >

f o r  even p a r i t y  s t a t e s  

f o r  odd  p a r i t y  s t a t e s-K  c o t ( k  a ) = - i l

U s i n g  t h i s  th e  e n e r g y  l e v e l s  o f  th e  r e q u i r e d  

c a l c u l a t e d  as  a  f u n c t i o n  o f  th e  s e p a r a t i o n  R - s «

T h e n ,  In  t h e  B o rn - O p p e n h e i m e r  a p p r o x I m a t  i 

s c a t t e r i n g  p o t e n t i a l  I s  g i v e n  by



d 2d r

F i g .  2 i L o w es t  2  e n e r g y  l e v e l s  as  a  f u n c t i o n  o f  th e  s e p a r a t i o n .

The  r e s u l t i n g  p o t e n t i a l  was  a p p r o x i m a t e d  b y  a  t r i a n g u l a r  b a r r i e r ,  

as  shown in  f i g .  3 .  F o r  such  a b a r r i e r  an a n a l y t i c  e x p r e s s i o n  can 

be f o u n d  f o r  th e  t r a n s m i s s i o n  c o e f f i c i e n t ,  s i n c e  t h e  wave 

f u n c t i o n  in  t h e  r e g i o n  o f  th e  p o t e n t i a l  i s  a  s u p e r p o s i t i o n  o f  th e  

tw o  A i r y  f u n c t i o n s  .

F i g .  3 :  B o r n - O p p e n h e i m e r  p o t e n t i a l  and  t r i a n g u l a r

a p p r o x  I mat  I o n .

The  t r a n s m l s s l o n  c o e f f i c i e n t  i s  p l o t t e d  as  a f u n c t u  e n e r g y

In  f i g .  4 .  ( E n e r g i e s  a r e  s c a l e d  by  th e  p a r t i c l e  m a s s . ) We see



t h a t  t h e  t r a n s m i s s i o n  - f u n c t i o n  i s  a s m o o t h , s l o w l y  c h a n g i n g  

f u n c t i o n  o f  t h e  e n e r g y  -  th e  cha ng e  f r o m  T ' - 'Q t o  T ' - ' l  t a k e s  p l a c e  

in  th e  r a n g e  E ' - 'Q .S  x b a r r i e r  h e i g h t  t o  Ei—’ 1 , 5  x b a r r i e r  h e i g h t ,

/
/

:  . 1j 'm d ^ e heigt* o f  t r i f l njular  barrier I

F i g .  4  i T r a n s m i s s i o n  f u n c t i o n  a s  a f u n c t i o n  o f  e n e r g y .



APPENDIX 4 i  INTEGRALS OF LAGUERRE FUNCTIONS WITH DIFFERENT 

ARGUMENTS

We n e ed  t o  c a l c u l a t e  I n t e g r a l s  o-f th e  f o r m

Y 126  j ' J2'dy=«<1^ 12 ) e ' ' 2 < C t ,^ l2 ) ," / 2 » " < “ , ” ' ‘ >/ V' 2L ^ ( 8 12/= 2 >L” l« '2 y ‘! ) . . . ( 1 )

We t h e n  o b t a i n

Y 12= W m/20C12 ) J r dy  yme-< i ' f -  *  > y / 2 Lm( y ) L m(0l.2y )  . . . ( 2 )

Cwi th of = J%L)

The g e n e r a t i n g  f u n c t i o n  o f  th e  L a g u e r r e  p o l y n o m i a l s  i s  now 

e m p lo y e d  :

^ S J"L ^ < y )  =  e- x s / c l - s > /< I - s > m* 1 . . . ( 3 )

Vh Is  g ive s
% s J t k YJk  =

/ d y  y me- < l + o ( z) y / 2  -  y s /<  1 - s )  -  o(Zy  t / (  1 - t  ) / c  ( I _ s )  ( l _ t ) 3m+ l

T h i s  I n t e g r a l  i s  e a s i l y  c a l c u l a t e d !  I t  r e p r e s e n t s  a gamma 

f u n c t i o n .  E q u a t i n g  f o r  eac h  o r d e r  o f  s  and  t  , an d  d o i n g  th e  

a p p r o p r i a t e  b i n o m i a l  e x p a n s i o n s  we f i n a l l y  g e t

2  m+1 o< m b  a+b+n (m+a+n>!  1 • pC2 a - b +2 n

12 i  + K 1 2 « f  n=0 < b - n ) ' n ’ < a - b - n > :  i - o<2

( f o r  b  a ,  w h i c h  can  a l w a y s  be a r r a n g e d . )



REFERENCES

113 K . Q , W n « o n ,  P h z s .  R ev .  D IO ,  24 45  (1 9 7 4 )

£2 ] T . D . L e e  PARTICLE PHYSICS AND INTRODUCTION TO F IELD THEORY.

H a r v a r d  Ac a de m ic  P u b l i s h e r s ,  C h u r . ( 1 9 8 0 )

C3] A . C h o d o s ,  R . L . J a f f e  , K . J o h n s o n , C- .B .Th orn  and  V.We 1 sskop- f

P h y s .  R ev .  D9,  3471 ( 1 9 7 4 )

A . C h o d o s ,  R . L . J a f f e ,  K . J o h n s o n ,  C . B . T h o r n  an d  V . W e l s s k o p f  

P h y s .  R ev .  D IO,  2599  (1 9 7 4 )

£4 ]  T .D e G ra n d ,  R . L . J a f f e , K . J o h n s o n  an d  J . K i s k i s  P h y s .  R e v . D12 ,

2060  (1 9 7 5 )

E5] J . D . J a c k s o n  CLASSICAL ELECTRODYNAMICS. W i l e y ,  New Y o rk

£6 ]  R . D . V t o l 1 i e r ,  S . A . C h i n  an d  A . K .K e r m a n  N u c l . P h y s .  A40 7 ,  269

171 F .R a v n d a l  P h y s .  L e t t .  U S B ,  58  ( 1 9 8 2 )

C8] R .H .Lemmer  anc C . T o e p f f e r  Ph y s .  R e v . L e t t .  4 4 ,  26  ( 1 9 8 0 )

£93 A . J . G . H e y  and  R . L . K e l l y  P h y s .  R ep . 9 6 ,7 1  <1983)

C102 R .H .Le i rm er  u n p u b l i s h e d  n o t e s

C I U  R .B r o ck m a n n ,  W.We is#  and  E . W e rn e r  P h y s .  L e t t . 1228 , 2 0 1

£123 S.F1 ugge  PRACTICAL QUANTUM MECHANICS S p r i n g e r - V t M a g ,  B * r M n





Author Barnard Etienne
Name of thesis A Bag Model For Kaon-nucleon Scattering. 1985 

PUBLISHER:
University of the Witwatersrand, Johannesburg 
©2013

LEGAL NOTICES:

Copyright Notice: All materials on the University of the Witwatersrand, Johannesburg Library website 
are protected by South African copyright law and may not be distributed, transmitted, displayed, or otherwise 
published in any format, without the prior written permission of the copyright owner.

Disclaimer and Terms of Use: Provided that you maintain all copyright and other notices contained therein, you 
may download material (one machine readable copy and one print copy per page) for your personal and/or 
educational non-commercial use only.

The University of the Witwatersrand, Johannesburg, is not responsible for any errors or omissions and excludes any 
and all liability for any errors in or omissions from the information on the Library website.


